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Opgave 1. Leid m.b.v. Pythagoras af dat .
Hint: Welke rechthoekige driehoek biedt zich aan? Hoe corresponderen de zijden met de termen van ? Licht toe.
Gevolg:  en dus  met .

Opgave 2. M is het midden van PQ. 
[image: ]
Bewijs dat rc(PQ)  rc(MR) = 1.



Opgave 3. Herontdek de tijdrekformule in het Minkowski-vlak. Hulp volgt onder het plaatje.
[image: ]
Neem een stilstaande waarnemer 1 (verticale wereldlijn PQ) en een waarnemer 2 met wereldlijn PR die met snelheid  beweegt t.o.v. waarnemer 1. 
Volgens waarnemer 1 zijn Q en R gelijktijdig. Volgens waarnemer 2 zijn S en R gelijktijdig.   
a) Waarom zijn de driehoeken PQR en RQS gelijkvormig?
Zet beide klokken op 0 in P. 
Schrijf t voor de tijd van waarnemer 1 in Q,  voor de tijd van waarnemer 1 in S en  voor de tijd van waarnemer 2 in R.
b) Waarom geldt  en  met dezelfde factor ?
c) Waarom geldt ?
d) Laat zien dat hieruit volgt: .
Opgave 4. A & B bewegen ten opzichte van elkaar met constante snelheid . Volgens A loopt de klok van B te langzaam en volgens B loopt de klok van A te langzaam. Hoe kunnen zij beiden gelijk hebben? Teken de situatie in het Minkowskivlak om de paradox op te lossen!
Opgave 5. Een trein raast met 80% van de lichtsnelheid door een tunnel. De tunnel heeft lengte 400 m (voor iemand die stilstaat t.o.v. de tunnel). De trein heeft lengte 500 m (voor iemand die stilstaat t.o.v. de trein). De krimpfactor bedraagt .
[image: ]
Voor een stilstaand persoon heeft de trein dus lengte 300 m en de tunnel lengte 400 m. De trein past dus in de tunnel! Voor een treinpassagier heeft de tunnel lengte 240 m en de trein lengte 500 m. De trein past dus niet! Hoe kunnen beiden gelijk hebben?
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Opgave 1. Voor de driehoek, zie de dia’s van de rijdende trein en het stuiterende licht in die trein.  De volgende lengtes geven de gewenste formule.
[image: ]
Toelichting: 
· De lengtes in de driehoek zijn de lengtes volgens de waarnemer op het perron.
· De breedte van de trein volgens de treinreiziger is . De breedte van de trein volgens de waarnemer op het perron is eveneens d, want loodrecht op de rijrichting vindt geen lengteverandering plaats.
· Volgens de waarnemer op het perron heeft het licht voor een enkele reis tussen de spiegels tijd  nodig. De trein legt in die tijd de afstand  af.
· De langste zijde van de driehoek beschrijft de weg van het licht. Het licht in de trein gaat ook volgens de waarnemer op het perron met snelheid c. Dus in de stuitertijd  legt het licht een afstand  af.

Opgave 2. Dit is een elementaire berekening in R2. 
[image: ]
We bewijzen het voor willekeurige snelheid . (In het voorbeeld .)                  Neem P = (0,0). Dan  met richtingscoëfficiënt . 
We mogen aannemen: . Dan is  een vergelijking van de lijn QR. 
Snijd deze lijn met . Je vindt: , dus . Dus  en dus  en . 
Om nu de richtingscoëfficiënt van MR te bepalen, berekenen we  en . 
De blauwe lijn van gelijktijdigheid heeft dus richtingscoëfficiënt , terwijl de zwarte wereldlijnen van B en de spiegel richtingscoëfficiënt  hebben.

Alternatieve, synthetische oplossing: Het product van de richtingscoëfficiënten is gelijk aan 1 als de bissectrice van de hoek RMQ parallel is aan de lijn PR. Dat dit laatste daadwerkelijk het geval is, volgt vrij eenvoudig uit het feit dat de hoek PRQ een rechte hoek is. Het kan ook met de stelling van Thales. 


Opgave 3. Volgens de zwarte waarnemer PQ zijn Q & R gelijktijdig. Volgens de blauwe waarnemer PR zijn P & R gelijktijdig. 
Zet beide klokken op 0 in P. 
Schrijf t voor zwarte tijd in Q,   voor zwarte tijd in S en  voor blauwe tijd in R. 
[image: ]
Dan geldt:  en  met dezelfde nader te bepalen krimp- of strekfactor . Beide waarnemers hebben immers evenveel recht om te zeggen dat zij stil staan en dat de ander met snelheid  beweegt.
Dus geldt:  . Uit  volgt dan . 
Zie ook de dia’s.


Opgave 4. Omdat gelijktijdigheid voor A en gelijktijdigheid voor B niet hetzelfde zijn.
[image: ][image: ]




Hier een getallenvoorbeeld met relatieve snelheid  dus . 
In het linkerplaatje zie je gelijktijdigheid volgens waarnemer A. Als bij haar 3 seconden zijn verstreken, zijn er in B’s tijd slechts 2,8 seconden (). Volgens A loopt de klok van B dus te langzaam.
In het rechterplaatje zie je gelijktijdigheid volgens B. Haar klok geeft meer dan 3 seconden aan als de klok van A 3 seconden aangeeft. 
De verhoudingen 3 : 2,8 en 3,2 : 3 zijn gelijk, namelijk .
Opgave 5. Opnieuw kunnen beiden gelijk hebben vanwege relativiteit van gelijktijdigheid. Hier een diagram[footnoteRef:1] van de situatie in het Minkowski-vlak. [1:  Correctie: De punten R en S liggen op de lijnen parallel aan C en D door P respectievelijk Q. De conclusie verandert niet.] 

[image: ]
A en B zijn de uiteinden van de tunnel. C en D zijn de uiteinden van de trein. 
[bookmark: _GoBack]Volgens een stilstaande waarnemer bij de tunnel past de trein PQ helemaal in de tunnel. Als de voorkant van de trein bij Q is, dan is de achterkant van de trein bij P.
Volgens een waarnemer die stilstaat in de trein past de trein RS bij lange na niet in de tunnel. Als de voorkant van de trein bij S is, dan is de achterkant van de trein bij R.
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