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Webgrafieken, terug van weggeweest
45 min
#wiskunde verdiepend, #didactiek/in de klas
#bovenbouw
Webgrafieken, wie kent ze nog? In de huidige examenprogramma's kun je ze tegenkomen
bij wiskunde D, als je de discrete modellen behandelt, maar het hoeft ook in dat
programma niet behandeld te worden.

Er was een tijd dat webgrafieken een vast onderdeel waren van de centrale
examenprogramma's. Voor het geactualiseerde examenprogramma wiskunde Economie
en Maatschappij zijn de webgrafieken nu weer actueel en zelfs met digitale
mogelijkheden van GeoGebra.

Er komen profielspecifieke voorbeelden
aan de orde, ook met andere lijnen dan

x = y.Is de kennis wat weggezakt overde .
webgrafieken of bent u geinteresseerdin  *———
wat webgrafieken zijn, dan is deze M7’
workshop een mooie mogelijkheid om Pre=tt
weer up-to-date te raken.

Mee te nemen: laptop is prettig, hoeft niet
perse
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13. De leerling werkt met rijen.

L B W N

13. Rijen

De leerling werkt met rijen.

Het gaat hierbij om:

benoemen van rijen en bijbehorende begrippen;

vaststellen om welk recursief verband het gaat: constant, exponentieel en lineair itererend;
bepalen van de partiéle som van rijen;

opstellen van recursieve en directe formule bij een gegeven rij;

onderzoeken van de relatie tussen een differentievergelijking en een ywehbgrafiek.
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27. De leerling past relevante wiskundige activiteiten en denkwijzen toe [...]

(7 T S U TR

B1 Activiteiten met concepten

27. De leerling past relevante wiskundige activiteiten en denkwijzen als het gaat om concepten
toegewezen aan het centraal examen.

Het gaat hierbij om:

aanpakken van niet-routine problemen;

werken met wiskundige modellen;

wiskundig redeneren;

abstraheren, generaliseren en formuleren;

gebruiken van digitaal wiskundig gereedschap.




Dynamische modellen

Uitleg

Inleiding
Bosbouwbedrijf van Aken verkoopt het hout van bomen dat het zelf
aanplant. Het bedrijf beschikt over een perceel waar 5000 bomen Verkennen
zijn geplant. Deze bomen zijn inmiddels groot genoeg om te m
kappen. Om dit jaarlijks te kunnen blijven doen worden op de plek Theorie
van de gekapte bomen ook weer nieuwe bomen aangeplant. Het
bosbouwbedrijf kapt jaarlijks 15 % van de bomen en plant er 1000 Voorbeeld 1
bij. Er worden meer bomen aangeplant dan gekapt. Het aantal Voorbeeld 2
bomen op dit perceel zal daardoor toenemen.

Verwerken
Er wordt jaarlijks gekapt en weer aangeplant, daarom neem je de
tijd ¢ in jaar. Het aantal bomen B op het perceel hangt van t af, Toepassen
Leid uit de tekst af dat: Bracbeim
B;,1 =B — 0,15 - B; + 1000 = 0,85B; + 1000

Antwoorden

Dit is een recursieformule van een rij getallen. Omdat B afhangt

van de tijd spreek je van een dynamisch model. En omdat de tijd in
stappen van At = 1 wordt doorlopen, is dit een discreet
dynamisch model.

Met behulp van een rekenblad (spreadsheetprogramma) kun je er een tabel en een grafiek bij maken.
Bekijk het Practicum. Daar kun je zien hoe je zelf zoiets kunt maken.

'RESULTATEN
| tijd t| B
0 5000
1 5250 aantal bomen op perceel
2 5463 .
3 5643 6000 I.‘QQOQO
*
4 5797 = 5000 @ *
5 5927 =
6 6038 2 3000
7 6132 g 2000
8 6213 E 1000
9 6281 e e B S o
10 6339 0123458678 910111213
E— i




4 Webgrafieken

Uitleg
Inleiding
Bosbouwbedrijf van Someren verkoopt het hout van
bomen dat het zelf aanplant. Het bedrijf kapt jaarlijks 15 y Verkennen
% van de bomen en plant er 1000 bij. Neem de tijd ¢ in 7000
jaar. Het aantal bomen B op het perceel hangt van t af, o .
6000 Theorie

neem By = 3000 . De recursieformule die hier bij hoort
is: B;,1 = 0,858; + 1000 . 5000 Voorbeeld 1
In een xy -assenstelsel kun je die recursieformule Voorbeeld 2
weergeven als y = 0,85z 4 1000 . 4000
B, = 3000 geef je weer met het punt A(3000, 0) . | Verwerken
B; = 0,85 - 3000 + 1000 = 3550 is de y -waarde bij 2000 Toepassen
x = 3000 en levert een punt op de grafiek van 2000 y = 0.88% + 3600 | Testen
y = 0,852 4 1000 op. Daarna moet je y = 3550
weer gaan invoeren als x -waarde. Daartoe trek je een yﬂo Practicum
horizontaal lijnstukje naar de lijn y = x . Je zit dan ook y=x

0 | | . | | | | X Antwoorden
Op Ir = 3550 . 0 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000

B; = 0,85 - 3550 + 1000 = 4017,5 is de y -waarde
bij z = 3550 . Je "loopt" weer horizontaal naary = =

Vanx = By = 3000 naary = B .

om van de ¥y -waarde weer een x -waarde te maken om
in te vullen om Bj te berekenen.
En zo ga je door...

Je ziet dat de webgrafiek die zo ontstaat naar het snijpunt D van beide lijnen beweegt. Je zegt dan dat de
rij convergeert. De x -waarde van dit snijpunt is het dekpunt van de rij, het is in dit geval de grenswaarde
die de rij B; benadert. De grenswaarde x bereken je door aan te nemen dat voor grote ¢ geldt

2
B, ;1 =~ B, ~ x . De recursieformule wordt z = 0,85z + 1000 en dit levert op x = 6666§ :

Als een rij niet convergeert, dan is er sprake van divergentie. Tenzij iedere term in de rij een vaste waarde
heeft (bijvoorbeeld: 5,5, 5,5, ...), dan heet de rij stationair.

Dergelijke webgrafieken kun je ook met GeoGebra maken. Bekijk het Practicum.

De gewone grafiek van een rij heet vanaf nu de tijdgrafiek van de rij. Vandaar dat in plaats van de n om het
nummer van een term van de rij aan te duiden, meestal de £ wordt gebruikt. Zo'n tijdgrafiek kun je maken
door een directe formule voor de rij te maken.



https://content.math4all.nl/sec/content/vm-t1/vm-t14/vm-t14-explanation-1.html?parent=www.math4all.nl/overzichten/vwo-em/58

3p

Groeimodellen

In de 18e eeuw werd algemeen aangenomen dat de toename van een
populatie dieren kan worden beschreven met behulp van een
meetkundige rij. Een model uit die tijd is:

P =r-P
! ol model 1
B=c
3p
In dit model geldt:
— P, is de populatiefractie na n jaar. Dat is de grootte van de populatie
als deel van de maximale populatie. P, is dus een getal tussen 0 en 1.
— ¢ is de startpopulatiefractie. Ook dit getal wordt uitgedrukt als een
deel van de maximale populatie (en dus geldt 0 <c <1).
— ris de reproductiefactor: een getal dat aangeeft hoe snel een
populatie zich per jaar uitbreidt.
Neem aan dat in een bepaald bosrijk gebied een populatie van 3p
165 vossen leeft. De reproductiefactor van de vossen in dit gebied is 1,28
en in het gebied is plaats voor maximaal 500 vossen.
Bereken met behulp van model 1 na hoeveel jaar dit maximale aantal
bereikt zal zijn.
In model 1 wordt ervan uitgegaan dat een populatie altijd even snel groeit.
Dit komt echter niet overeen met de werkelijkheid: als de populatie groeit
wordt de ruimte per dier namelijk steeds kleiner, waardoor het moeilijker
wordt om voedsel te vinden. Hierdoor zal een populatie steeds minder
snel gaan groeien naarmate deze toeneemt.
Een verbeterde versie van model 1 is het logistische model:
P=r-P_-(1-P
g CRRCY model 2
B=c
3p

10

De Oostvaardersplassen is een natuurgebied in de buurt van Lelystad. In
2020 leefden er in dit gebied een groot aantal edelherten. Door dit grote
aantal konden andere diersoorten, voornamelijk vogels, zich niet meer
goed ontwikkelen. Mede daarom wordt sinds 2021 de populatie door het
afschieten van de dieren stabiel gehouden op 500 edelherten.

Neem aan dat er maximaal 2000 edelherten in de Qostvaardersplassen
kunnen leven. Er geldt vanaf 2021 dat » =1,58 en ¢=0,25.

Bereken met behulp van model 2 hoeveel edelherten er in de periode
2021-2023 bij zouden komen als er geen dieren zouden worden
afgeschoten.

In de rest van deze opgave gaan we bekijken hoe model 2 zich gedraagt
bij verschillende waarden van r.

Als je voor r een getal tussen de 0 en 1 invult, dan nadert P, voor iedere
startwaarde ¢ (met 0 <c¢ <1) naar 0. Je kunt dat beredeneren met de

formule voor P, .
Geef een redenering waaruit blijkt dat wanneer r tussen de O en 1is, P,

altijd naar 0 nadert.
Voor waarden van » groter dan 1 wordt het model erg onvoorspelbaar.

figuur

0,9

BTN AAAANAANARANT
o1 N/N/ N/ NN/ NN\ \/
STV V-V VY V-V

0,5
0.4+
0,37
0,2+

0,14

0 T 1
0 5 10 15 20

J——

In de figuur is de grafiek getekend voor »=3,15 en ¢=0,25. Er is te zien
dat de waarde van P, op den duur heen en weer gaat springen tussen
twee vaste waarden.

Onderzoek tussen welke twee waarden P, heen en weer gaat springen

voor r=3,15 en ¢=0,25. Geef deze waarden in twee decimalen.


https://www.examenblad.nl/system/files/exam-document/2024-06/vw-1024-a-23-2-o.pdf
https://www.geogebra.org/classic/z9kkpmbu

Groeimodellen

10

maximumscore 3

of

165
Er geldt ¢ =——(=0,33
g 500( )

Het inzicht dat gezocht moet worden naar de waarde van n waarvoor
geldt P =1

Het geven van ten minste de waarden P, =0,885... en P, =1,133..., dus
na 5 jaar

(Het is een meetkundige rij en) ¢ =0,33 (dus de populatie kan worden
beschreven met de formule P = 0,33-1,28")

Het inzicht dat 0,33-1,28" =1 moet worden opgelost
Dit geeft n=4,49... , dus na 5 jaar

maximumscore 3

Beschrijven hoe P, berekend kan worden
P, =0,329... en dat komt overeen met 658 (of 659) edelherten

Dat is dus een toename van 158 (of 159) edelherten

maximumscore 3
Een redenering als:

Om P, te berekenen moet je de drie getallen r, P_, en 1-P _,, met

n-1-
elkaar vermenigvuldigen
(P,_, is een getal tussen O en 1, dus) 1- P _, is een getal tussen 0 en 1

Omdat je steeds vermenigvuldigt met een getal tussen 0 en 1 zal de
uitkomst steeds kleiner worden, en dus nadert de uitkomst ( £, ) op den

duur naar 0

maximumscore 3

Beschrijven hoe de gevraagde waarden kunnen worden berekend
De ene waarde is 0,53
De andere waarde is 0,78


https://www.examenblad.nl/system/files/2023/ex2023/VW-1024-a-23-2-c.pdf

Roest rust (niet)
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060" Wonderbaarlik

In 2003 werd het boek Het wonderbaarlijke voorval met
de hond in de nacht geschreven door Mark Haddon
uitgegeven. Het werd aanbevolen op een cursus waar we
leerden hoe we met leerlingen met autisme om kunnen
gaan. Om iets van hun manier van denken te begrijpen,
was dit boek een goed leerboek. Het boek maakte een
onuitwisbare indruk op me.

Christopher is de hoofdpersoon en in het gedeelte waar
itk nu over schrijf is hij aan het nadenken over kikkers in
een vijver bij school. De hoeveelheid kikkers in de vijver
fluctueert nogal en dat houdt Christopher bezig. Wat

hij dan denkt is te lezen op blz 138 tot en met blz 140,
Een paar citaten: ‘Heel veel dingen zijn een raadsel.
Maar dat betekent niet dat er geen oplossing voor is. De
wetenschap heeft de oplossing alleen nog niet gevonden.’
En deze: ‘Maar soms is een raadsel geen raadsel. Soms
is het gewoon wiskunde. En dan volgt de formule voor de
groei van een dierenpopulatie:

N, =h- Nyl = Noyya)®

nieuw
Geweldig zo'n formule in een niet-wiskundeboek. Maar
dat is nog niet alles, want de formule wordt ook netjes
toegelicht. N is de bevolkingsdichtheid en is een getal
tussen nul en één. N is de bevolkingsdichtheid één jaar
voor N ., €N & is een zogenaamde constante. Zomaar
het logistische groeimodel in een ‘leesboek’. Helaas vergat
de schrijver de beginwaarde, of wist hij dat het niet nodig
is. Maar, waar ik dan nieuwsgierig naar word, is of het
klopt wat er staat. Dat doet het en al googelend kwam
ik over nagenoeg hetzelfde een examensom tegen. In het
wiskunde-A-examen vwo 2023 tweede tijdvak stond een
opgave met de volgende grafiek, zie figuur 2.

Pﬁj AAAAKAAAAA
wl VNV VNV V VAN
03]
02

0,1 1

10 15 20
—n

figuur 2 Grafiek bij vroag 10, examen vwo wiskunde A 2023 Il

Daarbij was dezelfde formule gegeven, met startwaarde
0,25 en h = 3,15 en de laatste vraag bij deze context
was aom de waardes waartussen P heen en weer springt te
bepalen. Dat kan met de GR makkelijk bepaald worden,

Ab van der Roest

maar voor rijen vond ik de GR te veel een black box. Ik ben
er nooit echt vertrouwd mee geworden. Het kan ook anders.
De waardes springen heen en weer, dus N, ., = N, .
Neem N,_, = x en dan vind je

A x)(1 = hix + x?)). Deze vergelijking kun
je plotten en met de GR de snijpunten benaderen.

Ik deed het met GeoGebra en kreeq de volgende grafiek,
zie figuur 3.

De x-coirdinaten
van de snijpunten
liggen bij de
waardes 0,53

en 0,78 wat
overeenkomt met
het antwoordmodel.
Maar er was een
derde snijpunt. Dat

ERE2REEERE

w02 0304 0506 07 0B o \

geeft een waarde
0,6825 en wat is de
betekenis van dit getal dan? Wel als je met startwaarde
0,6825 begint, blijit de populatie constant. Dit is
makkelijk na te gaan door de vergelijking N, = N, _, op
te lossen. Merk trouwens op dat je steeds, voor & = 3,15
en startwaarde tussen nul en één steeds op deze waardes
uitkomt.

figuur 3

Overigens komt er in het boek ook een echte examensom
voor. Christopher doet examen wiskunde B1 en krijgt deze
opgave: ‘Een driehoek met zijden n* + 1, n>~ 1 en 2n
met n > 1 is rechthoekig. Toon met een tegenvoorbeeld
aan dat het omgekeerde onjuist is.” Uiteraard kan
Christopher deze opgave goed maken, en ik laat het aan
de lezer over om dat zelf te doen.

Een boek dat me aangeraden werd om autistische
leerlingen iets beter te begrijpen en die raad was aan
mij goed besteed. Ontdekkend voor mezelf vond ik dat
wanneer ik wiskunde in een boek tegenkom, ik er meteen
in vlieg en aan de gang ga en dan misschien de echte
waarde van het boek verwaarloos.

uteur
Ab van der R

E-mailadres: a.

Over de

is docent wiskunde in ruste.

.vanderroest@ziggo.nl
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https://www.geogebra.org/classic/mbyg8kgd

Eindexamen wiskunde B1-2 vwo 2008-I1

Exponentiéle rijen In de situatie van figuur 11 convergeert de rij u,, u, i, ...
In figuur 12 zijn voor een andere waarde van « de grafiek van y =a* en de lijn
uy =1 y=x getekend. In deze situatie convergeert de rij v, u,, u,, .. niet.
Een rij uy, uy, u,, ... is gegeven door met a>1.
u,, =a*
figuur 12
5
In figuur 11 zijn voor een zekere waarde van a in een rechthoekig assenstelsel .
Oxy de grafiek van y =a* en de lijn y=x getekend. Deze figuur staat ook op ]
de uitwerkbijlage.
4
figuur 11
5
y
! 3
4
2
3
1
2
0
0 u,=1 2 3 4 5
-
1
6p 15 Bereken exact de grootste waarde van a waarvoor de rij 1y, u;, u,, -..
convergeert.
0 N = Z1
0 u,=1 2 3 4 5 yelox W~ ()& e 6l
—X
Vimax(40 s
3p 14 Teken met behulp van een webgrafiek in de figuur op de uitwerkbijlage de plaats .
van u; en u, op de y-as. - ¢ v
®&—
£ n 5
Yo
— 5 10 15 20 25 30 35 40 45 Q- 2| 2468
& Yo Q



https://www.geogebra.org/classic/dkt6wba9
https://www.math4all.nl/files/vwb1208iiex.pdf

Exponentiéle rijen

14 maximumscore 3
* De juiste plaats van u,

* De juiste plaats van u,

15 maximumscore 6
* In het grensgeval raakt de grafiek van y=a* aan de lijn y=x

[ ]

Dan geldt voor de x-codrdinaat van het raakpunt: a* =x en Ina-a* =1

: 1
Combineren geeft Ina =—

X

[ ]

Hieruit volgt a = ex

[ ]

1 . . 1
* a=ev invullen in a* = x geeft x=e, dus a=ece


https://www.wiskunde-examens.nl/static/e/6p2001/2008-4.html?v=20251117164122

Blz 27

Statisch We bekijken eerst een statisch vraag/aanbod model voor een bepaald goed. Met ‘sta-
model tisch” wordt bedoeld dat de tijd geen rol speelt. Het doel van de statische analyse is om
cen uitspraak te doen over evenwichtssituaties. In de modelvergelijkingen wordt vastge-
legd hoe de gevraagde en aangeboden hoeveelheden athangen van de prijs.
Aannames:
» als de prijs van het goed toeneemt, is het minder aantrekkelijk om het goed te kopen:
de gevraagde hoeveelheid neemt af
» als de prijs van het goed toeneemt, is het aantrekkelijk om het goed te verkopen: de
aangeboden hoeveelheid neemt toe
« alles wat op de markt wordt aangeboden, wordt onmiddellijk verkocht (er wordt dus
niets opgepot of doorgedraaid)
 vragers en aanbieders reageren onmiddellijk op een prijsverandering.

E ! M LRl * -
n; De markt is in evenwicht als QY = 0" (de evenwichtsvergelijking). cz¢ dan
Q=P - 40 (de aanbodvergelijking)

Q"=-1.5P+240 (de vraagvergelijking)

0" en Q" staan voor de aangeboden en de gevraagde hoeveelheid; P staat voor de prijs.
De indices ¢ en ¥ zijn """ gezet om ,,,, ruimte te houden voor de tijdsindex .
t g ondetr d r

De markt is in evenwicht als Q9 = 0" (de evenwichtsvergelijking).


https://www.fisme.science.uu.nl/toepassingen/00669/

52 Maak het statische model van hiervoor dynamisch door de nieuwe vraag-, aanbod en
cvenwichtsvergelijking op te stellen, rekening houdend met de aannames.
o' =... (de dynamische aanbodvergelijking)
o', =.. (de dynamische vraagvergelijking)
...... = ... (de evenwichtsvergelijking)
met
0, de aangeboden hoeveelheid in de 7-de periode
Q", de gevraagde hoeveelheid in de 7-de periode

De dynamische analyse richt zich op het proces dat via de markt tot stand komt (verge-
lijk het verhaal van de varkenscyclus). Wat er gaat gebeuren, hangt in elk geval af van
de prijs in de beginsituatie, zeg op /= 0. Door invullen en gebruik maken van de even-
wichtsvergelijking kun je achtereenvolgens berekenen:

Py--> 0" --> 0"y --> P,

L

Py --> Q% --> Q% --> P,

https://www.fisme.science.uu.nl/toepassingen/00669/


https://www.fisme.science.uu.nl/toepassingen/00669/

Dynamisch De volgende stap 1s om dit model dynamisch te maken, dat wil zeggen dat rekening ge-
model houden wordt met tijdsvertragingen. In het verhaal van de varkenscyclus is dat de ver-
traging die optreedt bij het fokken van varkens.
De cerste drie aannames blijven hetzelfde, de laatste vervangen we door:
« aanbieders reageren vertraagd op een prijsverandering: het aanbod O, op tijd stip
wordt bepaald door de prijs van een periode eerder (P,.;)
« vragers reageren onmiddellijk op een prijsverandering.

52 Maak het statische model van hiervoor dynamisch door de nicuwe vraag-, aanbod en
cvenwichtsvergelijking op te stellen, rekening houdend met de aannames.
o= (de dynamische aanbodvergelijking)
o', =... (de dynamische vraagvergelijking)
...... = ... (de evenwichtsvergelijking)
met
(0, de aangeboden hoeveelheid in de 7-de periode
0", de gevraagde hoeveelheid in de 7-de periode

De dynamische analyse richt zich op het proces dat via de markt tot stand komt (verge-
lijk het verhaal van de varkenscyclus). Wat er gaat gebeuren, hangt in elk geval af van
de prijs in de beginsituatie, zeg op 7 = 0. Door invullen en gebruik maken van de even-
wichtsvergelijking kun je achtereenvolgens berekenen:

Py--> Q' > 0" > Py

R

P> Q% > Q% - P,



53 Gegeven is het dynamische vraag/aanbod model:
chr:Pr-l - 60
er =
O, =-2P,+ 300

Dat 1s het model dat je krijgt als je de tijdsindices weglaat:

O“=P - 60
0" =-2P+300
0'=Q"

54 Teken de grafieken van O“ en Q" in één figuur.

Hieronder is een deel van deze figuur uitvergroot. Er is ook een begin gemaakt met het
intekenen van de opeenvolgende prijzen:

A

Q 1507F

100

50 F



https://www.fisme.science.uu.nl/toepassingen/00669/

DB SO SAPANNIER

Vi —2 X+300

a:X—60

versleep
en itereer

®
P1 = 110
h; = 50

mo)

|k~ I

C

o (L


https://www.geogebra.org/classic/u5wvghfg

B Aardbeien

4p 17 O

figuur 4

Seizoensgebonden fruit en groenten zijn maar een beperkt deel van het jaar verkrijgbaar in
de winkel. Aardbeien zijn daar een voorbeeld van. De prijs van aardbeien is afthankelijk van
vraag en aanbod. Als er weinig aanbod is, zullen liefhebbers van aardbeien meer willen
betalen voor aardbeien: de prijs stijgt. Die hogere prijs zet aardbeientelers ertoe aan om een
jaar later meer aardbeien op de markt te brengen: het aanbod is dan hoger. Dat leidt ertoe
dat de prijs weer zakt. En zo zet dit proces zich voort.

Dit proces kan in een wiskundig model worden weergegeven:

O =-2P, +40 (vraagvergelijking)
O =c-B_ +d (aanbodvergelijking)
o =0 (evenwichtsvergelijking)

Hierin zijn O en O/ de gevraagde, respectievelijk de aangeboden hoeveelheden in het
jaar ¢, uitgedrukt in miljoenen kg. P, is de prijs per kg in het jaar ¢, uitgedrukt in euro.

Neem eerst c = 1 en d = 10. Verder is gegeven dat Py = 4.

Bereken Ps.

In onderstaande figuur 4 zijn de grafieken getekend, die bij het beschreven model horen
(met ¢ = 1 en d = 10). In deze figuur staat de prijs langs de horizontale as en de hoeveelheid

langs de verticale as. Deze figuur staat, vergroot, ook op de bijlage.

Q%en Q

Qv

4p 18 O

4p 19 0O

sp 20 O

Teken in de figuur op de bijlage de webgrafiek in het model van Py tot en met P;. Geef
daarbij P;, P> en P op de P-as aan.

Het model zal uiteindelijk in de evenwichtsprijs stabiliseren. Bij die evenwichtsprijs hoort
een evenwichtshoeveelheid.
Bereken de evenwichtsprijs en de bijbehorende evenwichtshoeveelheid.

In de Europese Unie wil men maatregelen nemen om het aanbod beter te regelen. Doel van
deze maatregelen is dat aardbeientelers op den duur een betere prijs krijgen voor hun
product. Men streeft naar een evenwichtsprijs van 12 euro. Dit betekent voor het model dat
de vraagvergelijking en de evenwichtsvergelijking niet veranderen. De aanbodvergelijking
verandert echter wel: ¢ en 4 hoeven niet meer gelijk te zijn aan 1 respectievelijk 10.

In het jaar dat de maatregelen van kracht worden is P = 6. Dit leidt in het jaar erop
tot Q¢ =13.

Neem aan dat de evenwichtsprijs van 12 euro inderdaad bereikt gaat worden.
Stel de nieuwe aanbodvergelijking op.

VWO 2002 |
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Antwoorden Deel-
scores

- Aardbeien

Maximumscore 4
17 0 - O =1-4+10=14
+Q =14=-2F +40, dus P, =13
Q7 =1-13+10=23
Q) =23=-2P, +40, dus P, =85
of
+=2P +40=F_ +10

- P =-0,5P_ +15
«B =4, danis B =-0.5-4+15=13
< B =-0513+15=8,5

(CO N N =Y

[ O N Y

Maximumscore 4
18 O + P, goed aangegeven in webgrafiek
* P, goed aangegeven in webgrafiek 1
* P; goed aangegeven in webgrafiek 1

Q?enQ”

Opmerking
Als Py, P; en/of P; niet op de horizontale as zijn aangegeven maar alleen op de diagonale
lijnen gemarkeerd zijn, ten hoogste 3 punten toekennen voor deze vraag.

Maximumscore 4
19 O « 2P +40=P2_, +10
«2P+40=P+ 10
+P =10 (in euro)
« (0% =) Q0" =-2-10+40=20(in miljoenen kg)

[ N FER Y
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B Evenwicht

In de macro-economie geven economen met wiskundige modellen het verband aan tussen
grootheden als:

Y, = nationale inkomen op tijdstip ¢

C, = consumptie op tijdstip ¢

I, = investeringen op tijdstip ¢

Een voorbeeld is het volgende model dat bestaat uit drie vergelijkingen.

Voort=1,2, 3, ... geldt:

Yi=C+ 1
«C;=08Y.,+20
«[,=10

Neem ¥, =40.

4p 5 0O Bereken ¥, en Y, met behulp van bovenstaande formules.

We spreken van een evenwichtsinkomen als de waarde van Y, niet verandert op
opeenvolgende tijdstippen.

Uit de drie gegeven formules kunnen we de formule ¥, =0,8-¥,; + 30 afleiden. Met behulp
van deze formule kunnen we het evenwichtsinkomen berekenen.
3p 6 O Bereken het evenwichtsinkomen met behulp van ¥,=0,8-Y,_, + 30.

Op de uitwerkbijlage is een assenstelsel getekend. Met een webgrafiek kunnen we grafisch
duidelijk maken dat bij verschillende startwaarden Y, op den duur hetzelfde
evenwichtsinkomen bereikt wordt.

sp 7 O Laat dit zien in het assenstelsel op de uitwerkbijlage met een webgrafiek waarbij de
startwaarde ¥ kleiner is dan het evenwichtsinkomen. Laat in dezelfde figuur zien dat dit
06k geldt met een startwaarde ¥y die groter is dan het evenwichtsinkomen.

Bovenstaand model is een voorbeeld van een algemener model:

Yi=C+1
«C,=08Y. ,+20
«li=p

Het evenwichtsinkomen hangt bij dit model af van de waarde van p.
4p 8 O Toon aan dat het evenwichtsinkomen van het nationale inkomen in dit model gelijk is aan

VWO A 2006 I 100 + 5p.
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- Evenwicht

Maximumscore 4

50+C =52
<Y, =62
< 0= 69,6
< Y2=179,6

= |-

-

=

Maximumscore 3
6 O +Het evenwichtsinkomen Y is de oplossing van de vergelijking ¥ =0,8-Y + 30
«0,2.Y=30
«¥=150

of
metb=30ena=0,8

El

. , . b
« Het evenwichtsinkomen is 1

- ¥Y=150

Maximumscore 5

« Het tekenen van de lijn ¥, = ¥,

+ Het tekenen van de lijn ¥, = 0,8-Y,, + 30
»een webgrafiek met Yy < evenwichtsinkomen, in de richting van punt (150, 150)
- een webgrafick met Yy > evenwichtsinkomen, in de richting van punt (150, 150)
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In de figuur hiernaast is de iteratiefunctie lineair: zijn grafiek heeft vergelijking
y=ax+b.

Er is één stap gezet van het webdiagram: van u, naar t,41.

We letten erop hoe ver uy, en u, 1 van het dekpunt d afliggen.

Die afstanden zijn |uy, — d| en |up 1 — d|.

Leg aan de hand van het plaatje uit dat |u, 1 — d| = |a| |u, — d|.

De absolute waarde-strepen staan er omdat je in het algemeen niet weet of u,,
en Uy 1 links of rechts van d liggen en je wilt de afstanden positief hebben. Dank
zij de absolute waarde-strepen geldt |u,,1 — d| = |a| - |u,, — d| ook als we met
een van de andere drie type webdiagrammen te maken hebben.

Stelling 2

Gegeven is de rij u met lineaire iteratiefunctie f : £ — ax + b, dus

Uni1 = [ (un),n=0,1,2, ... Veronderstel dat d dekpunt van f is, dus
f(d)=d.

Dan geldt: |uy 1 — d| = |a| - |u, —d|.

o

y=ax+

i
i
<
I
=

Q

/

S
Q
£
k3

m < 3.6 Webgrafieken >

Als de iteratiefunctie niet lineair is, is het allemaal lastiger. We moeten het een
en ander voorzichtig formuleren.

Laat de rij u gegeven zijn door up41 = f(up), voorn =0,1,2, ...
Laat d een dekpunt zijn van de functie f.

1. de rij u geheel ligt in een zeker interval I, en

2.|f(z) —f(d)| £ e |x—d|voorallexin I,

dan geldt: |u, 1 — d| < ¢~ |u, —d|voorn =0,1,2, ...endus

dus: |u, — d| < " - Jug — d| voorn = 0,1,2, .. .. dus convergeert de rij
exponentieel snel naar d.

In de buurt van een dekpunt is de iteratiefunctie nagenoeg lineair (zoom maar
in!) en neemt de helling van de grafiek in het dekpunt - dat is f’ (d)- de rol van
de richtingscoéfficiént a in het lineaire geval over.

Als f differentieerbaar is in d (dat wil zeggen f’ (d) bestaat), dan kun je aan de
waarde van | f (d)| zien of d limiet kan zijn van de rij. Namelijk:

1. Als | f' (d)| < 1 en een van de termen u,, komt "dicht genoeg" bij d, dan
convergeert de rij naar d.

2. Als | f’ (d)| > 1 dan kan d alleen limiet zijn van de rij als een der termen u,
toevallig precies gelijk is aan d.

Hoofdstukken > Discrete dynamische modellen
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Webgrafiek

Author: Wim Haazen

oe

Het gewenste aantal stappen kan worden ingesteld met de schuifbalk. Het beginpunt A kan worden verschoven over de x-as. De functie f kan

worden gewijzigd in het invoerveld, in de vorm : f(x)=

De schaal van de assen kan worden veranderd door met ingedrukte shiftknop op de as te schuiven.

Function a ) , )
flx) = x°
Jix) g )
O f(x) = —x n
Line ug = —1.23
6
up = 2.73
@ -
Uz = 4.71
u3=17.49
List
4 Ug = ?
Ug = 7
O L = {(-1.23, 2.73), (2.73, 4.71),
U = ?
listl = {(2.73, 2.73), (4.71, 4.71
. i {( ). ( 2 us = 17.49
. list2 = {3.95, 1.98, 12.78} uny1 = fu
A
. list3 = {1.98, 12.78} 6 ) ) 8
listd = {2.73, 4.71, 17.49}
-2
Number
®
v 4 L3
<« D >

veel succes! Zie je wat er kan gebeuren als je u(0) wijzigt?
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13. De leerling werkt met rijen.

L B W N

13. Rijen

De leerling werkt met rijen.

Het gaat hierbij om:

benoemen van rijen en bijbehorende begrippen;

vaststellen om welk recursief verband het gaat: constant, exponentieel en lineair itererend;
bepalen van de partiéle som van rijen;

opstellen van recursieve en directe formule bij een gegeven rij;

onderzoeken van de relatie tussen een differentievergelijking en een ywehbgrafiek.

27
27

27
27
27
27
27
27

27. De leerling past relevante wiskundige activiteiten en denkwijzen toe [...]

(7 T S U TR

B1 Activiteiten met concepten

27. De leerling past relevante wiskundige activiteiten en denkwijzen als het gaat om concepten
toegewezen aan het centraal examen.

Het gaat hierbij om:

aanpakken van niet-routine problemen;

werken met wiskundige modellen;

wiskundig redeneren;

abstraheren, generaliseren en formuleren;

gebruiken van digitaal wiskundig gereedschap.
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