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Resonanties

i. Radio-ontvanger in 1 : 1 resonantie met inkomend signaal

ii. Maan-Aarde in 1 : 1 spin-baan resonantie

iii. Mercurius-Zon in 2 : 3 spin-baan resonantie

iv. Io, Europa en Ganymedes in 1 : 2 : 4 baan resonantie

v. Sferische slinger bij onderste evenwicht punt in 1 : 1
resonantie
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Christiaan Huygens door Caspar Netscher 1671

Christiaan Huygens 1629-1695
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Huygens’ klokken in zwakke interactie

De klokken slingeren graag in antifase
dat is in 1 : 1 resonantie
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Botafumeiro in 1 : 2 resonantie

de Butafumeiro slingert in 1 : 2 resonantie
vergelijk eerder college
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Crash course oscillaties a: Trillende veer

F = ma (Newton)
k veerkonstante (Hooke)

−kx = m
d2x

dt2

ẍ = − k
mx
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Crash course oscillaties b: Trillende veer, ω2 = k
m

t

x

R

-R

+

2

x(t) = R cos(φ− ωt)

x(0) = R cosφ, ẋ = Rω sinφ
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Crash course oscillaties c: Trillende veer, fasevlak

x

y

C=0

C=
1

C=2

C=6

cirkels (i.h.a. ellipsen) als integraalkrommen C = R2

ẋ = y

ẏ = −ω2x

 cirkel voor ω = 1:

x(t) = R cos(φ− ωt)

y(t) = ωR sin(φ− ωt)
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Crash course oscillaties d

i. Algemeen ẍ = −F (x)

ii. In fasevlak

ẋ = y

ẏ = −F (x)

iii. Stelling: Energie H(x , y) = 1
2y

2 + V (x) behouden grootheid
V (x) =

∫ x
− F (s)ds potentiaal / arbeid, F (x) = V ′(x)

Gevolg: Integraalkrommen zijn niveau-krommen van H

iv. Algemene bewegingsvergelijking

ẍ = −dV

dx
(1)
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Crash course oscillaties e

i. Bewegingsvergelijking slinger

ẍ = −g

`
sin x

kort hier af ω2 = g/`

ii. Energie
H(x , y) = 1

2y
2 − ω2 cos x

(voor veer: H(x , y) = 1
2y

2 + 1
2ω

2x2

 ellipsen als niveau-krommen)

iii. Benadering door lineariseren: voor

x ≈ 0 : sin x ≈ x

 kleine oscillaties ẍ = −ω2x
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Faseportret slinger

x

V(x)

3 2 0 2 3

x

y

0
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HUYGENS’ KLOKKEN

Twee zwak gekoppelde (bijna) identieke slingeruurwerken
elke slinger beweegt op een cirkel

Dynamica op twee cirkels, zeg met hoeken ϕ en ψ,
combineert tot dynamica op het product van de cirkels,
een twee-dimensionale torus
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Torus- en cirkel-dynamica

φ

P(φ)

Poincaré afbeelding van cirkel geparametriseerd door ϕ naar zichzelf
volg de integraalkromme tot volgende hit
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De Arnold familie van cirkelafbeeldingen

Arnold familie van cirkelafbeeldingen

Pα,ε(ϕ) = ϕ+ 2πα + ε sinϕ

Hoofdtong: zoek naar dekpunten Pα,ε(ϕ) = ϕ

ϕ+ 2πα + ε sinϕ = ϕ

2πα + ε sinϕ = 0

sinϕ = −2πα

ε

heeft oplossingen voor |2πα| ≤ ε dit definieert hoofdtong

twee dekpunten in inwendige (attractor en repellor)
en eentje op de randen
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Arnold-tongen

H. Broer, H. Hanßmann and F. Wagener Indagationes Mathematicae 32 (2021) 33–54

Fig. 1. Array of resonance tongues. Inside the resonance tongues the dynamics is resonant or phase locked.
Intersection with a horizontal line results in an open and dense union of resonance gaps.

behaviour is obtained when the internal dynamics on the torus is quasi-periodic, that is, of the
form

ẋ = !, (2)

for x 2 Tn , where x is the vector of torus angles, and where the frequency vector ! 2 Rn

is such that there is no relation hk | !i = 0 with integer coefficients k 2 Zn . Indeed, if the
expression hk | !i is bounded away from 0 by Diophantine conditions, KAM theory can be
invoked to show the persistence of these invariant tori.

Resonance. An important notion that comes up here is resonance. As an example consider the
2-torus T2 with a flow generated by (2). If the frequency vector ! has components !1 and !2

that have a rational relationship

hk | !i = k1!1 + k2!2 = 0,

we speak of an (internal) resonance. The flow then consists of periodic orbits, foliating the
torus. When no resonances are present each orbit fills the torus densely. In the resonant case
the frequency ratio ↵ = !1/!2 is rational, while in the non-resonant case it is irrational. Both
cases are dense in the ↵-axis; the set of frequency ratios satisfying a Diophantine condition,
which is a strong form of non-resonance, has moreover full measure.

In this 2-dimensional context it is convenient to consider a Poincaré section transverse to the
flow. The corresponding Poincaré mapping is a circle diffeomorphism. An interesting example
to account for nonlinear effects is the Arnol’d family of circle diffeomorphisms given by

x 2 T1
7! x + 2⇡↵ + " sin x, (3)

where " 2 R is a perturbation parameter. In the (↵, ")-plane of parameters the values
corresponding to resonant and non-resonant mappings are shown in Fig. 1.

Remarks.

- The interior of the resonance tongues constitutes an open and dense subset of the
parameter plane and therefore is large in the topological sense.

35

binnen elke tong periodieke attractoren erbuiten is er multiperiodieke dynamica

globaal: uit elke punt (α, ε) = (p/q, 0) ontspringt een tong en het complement van de

tongen is een fractale verzameling
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Huygens’ klokken revisited

de vrijwel identieke klokken hangen aan een beweeglijke balk
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Synchronisatie ‘on average’

Bijna identieke klokken =⇒ α ≈ 0
zwakke koppeling =⇒ ε� 1

∴ (α, ε) in hoofdtong

Aantrekkend dekpunt =⇒ synchronisatie ‘on average’

Robuuste voorwaarden . . .

- voor ’willekeurige’ 2π–periodieke functie f = f (ϕ),

alleen nodig dat
∫ 2π
0 f (ϕ) dϕ 6= 0

- verklaart Huygens’ observatie gedeeltelijk:
voor slingering in fase of antifase ook
dynamica van de balk nodig . . .
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LISSAJOUS FIGUREN

Twee lineaire (harmonische) oscillatoren, ongekoppeld

ÿ1 = −ω2
1y1

ÿ2 = −ω2
1y2

 Lissajous figuren voor ω1 : ω2 rationaal = resonant

gedenk Minnaert’s boomtak
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Een paar voorbeelden

y1

y2

1 : 2 = 1 : 2

y1

y2

1 : 2 = 2 : 3

y1

y2

1 = 2

gedenk de Lissajous ellips
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ZWEVINGEN

gekoppelde oscillatoren in 1 : 1 resonantie

ẍ1 = −x1 − 2κ(x1 − x2)

ẍ2 = −x2 − 2κ(x2 − x1)

ontkoppelen tot

ÿ1 = −y1
ÿ2 = −(1 + 2κ)y2

Henk Broer (Bernoulli Instituut) De Foucault-slinger en Kamerlingh Onnes een expeditie langs resonanties20 / 38



Transformatie

door transformatie

y1 = 1√
2
(x1 + x2)

y2 = 1√
2
(x1 − x2)

ALGEMEEN PRINCIPE met LINEAIRE ALGEBRA
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Karakteristieke oscillaties

karakteristieke oscillaties: in fase en in antifase
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Superpositiebeginsel a

lineaire combinaties
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Superpositiebeginsel b

nog eentje
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Interferentie

t

x1

2
k

t

x2

interferentie leidt tot zwevingen
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Lissajous nogmaals

x1

x2

verschil met Minnaert?
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HET FOUCAULT EXPERIMENT

m

x

y

z

bolslinger hangt boven de Noordpool en beweegt in een verticaal vlak
HYPOTHESE: aarde draait er in 24 uur onder door . . .

klopt dat? en hoe is dat dan in Parijs?
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Bolcoördinaten

m

z = r cos θ, x = r sin θ cosϕ, y = r sin θ sinϕ

Henk Broer (Bernoulli Instituut) De Foucault-slinger en Kamerlingh Onnes een expeditie langs resonanties28 / 38



Kinetische en potentiële energie

Bolcoördinaten

z = r cos θ

x = r sin θ cosϕ

y = r sin θ sinϕ

Kinetische en potentiële energie

T = 1
2m`

2
(
θ̇2 + sin2 θϕ̇2

)
U = mg` cos θ
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Nabij het onderste evenwicht

Onderste evenwicht (x , y , z) = (0, 0,−`)
Zuidelijk halfrond krijgt poolcoördinaten (%, ϕ) en carthesische

coördinaten (ξ, η) als volgt:

% = π − θ en ξ = % cosϕ, η = % sinϕ

Nuttige formules (vereist enig rekenwerk):

ξ̇2 + η̇2 = %̇2 + %2ϕ̇2

ϕ̇ =
η̇ξ − ξ̇η
ξ2 + η2
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Eerste benadering geeft Lissajous ellipsen

Kleine oscillaties sin % ≈ % en cos % ≈ 1− 1
2%

2

Geeft

T ≈ 1
2m`

2
(
%̇2 + %2ϕ̇2

)
U ≈ −mg`(1− 1

2%
2) ≡ 1

2mg`%2

ofwel

T ≈ 1
2m`

2
(
ξ̇2 + η̇2

)
U ≈ −mg`(ξ2 + η2)

Correspondeert volgens (1) met

ξ̈ = −g

`
ξ

η̈ = −g

`
η

twee ongekoppelde harmonische oscillatoren
 Lissajous ellipsen met ω2 = −g/`
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Lissajous ellips en rosette

1 1
1

1

1 1
1

1

beweegt de bolslinger wel in een verticaal vlak
of is het een langerekte Lissajous ellips ?
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Sferische precessie

Fijnere benadering sin % ≈ %− 1
6%

3 en cos % ≈ 1− 1
2%

2 + 1
24%

4

Geeft

T ≈ 1
2m`

2
(
%̇2 + %2ϕ̇2

)
+ 1

6%
4ϕ̇2

U ≈ 1
2mg`%2 − 1

24mg`%4%2

Extra term in kinetische energie T :

1
6%

4ϕ̇2

 langzame precessie van de Lissajous ellips
∴ rosette baan
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Rosette b
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Heike Kamerlingh Onnes 1913

Heike Kamerlingh Onnes 1853-1926
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Kamerlingh Onnes b
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Kamerlingh Onnes c
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