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Resonanties

i. Radio-ontvanger in 1 : 1 resonantie met inkomend signaal
ii. Maan-Aarde in 1 : 1 spin-baan resonantie

iii. Mercurius-Zon in 2 : 3 spin-baan resonantie

iv. lo, Europa en Ganymedes in 1 : 2 : 4 baan resonantie

v. Sferische slinger bij onderste evenwicht punt in 1: 1
resonantie
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Christiaan Huygens door Caspar Netscher 1671

Christiaan Huygens 1629-1695
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Huygens' klokken in zwakke interactie

* o

hupaens’ :6) tlocks
1665.

a2 febr, 1665,

Diebus 4 aut 5 herologiorum duorem
rovoram in quibus catznule [Fig. #5], mi-
mm concerdiam oblesvaversm, it ut ne
minimo quidem exceffu al:erum ab altero
faperaserur. fid conlunarent emperrecipro-
cationes uerinsque perpendiculi. vrde cum
parve [pedo inter fe horologia diftarenc,
fymoarviz quandam /) quasi alzerum 4t al-
teroafficereenr upicar crepi, ur experimen-
tum caperem turbavi alzerius penduli reditus
ne fimul incedzrent fed quadrante hore pof:
vel femihora rurfus concerdare inveni.

De klokken slingeren graag in antifase
dat is in 1 : 1 resonantie
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Botafumeiro in 1 : 2 resonantie

de Butafumeiro slingert in 1 : 2 resonantie
vergelijk eerder college
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Crash course oscillaties a: Trillende veer

m
little
//Wheel
0 x
F = ma (Newton)
k veerkonstante (Hooke)
d’x
—kx = m—
dt?
Xx=—kx
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A

A A

VY

x(t) = Rcos(¢ — wt)

x(0) = Rcos ¢, x = Rwsin ¢
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Crash course oscillaties c: Trillende veer, fasevlak

y

0

[
N

pvasl

cirkels (i.h.a. ellipsen) als integraalkrommen C = R?

~~ cirkel voor w = 1:
x(t) = Rcos(¢p —wt)
y(t) = wRsin(¢ —wt)
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Crash course oscillaties d

i. Algemeen X = —F(x)

ii. In fasevlak

=Yy
)

iii. Stelling: Energie H(x,y) = %y2 + V(x) behouden grootheid
V(x) = [*F(s)ds potentiaal / arbeid, F(x) = V'(x)

Gevolg: Integraalkrommen zijn niveau-krommen van H

iv. Algemene bewegingsvergelijking

dv
i (1)

X =
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Crash course oscillaties e

Bewegingsvergelijking slinger

X = _& sin x
l
kort hier af w? = g /¢
Energie
H(x,y) = 1y* — w? cosx
(voor veer: H(x,y) = 1y? + 1w?x?
~ ellipsen als niveau-krommen)

Benadering door lineariseren: voor
x=~0:sinx~x

~ kleine oscillaties ¥ = —w?x
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Faseportret slinger
V(x)

\ / \\\/f/\
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HUYGENS' KLOKKEN

Twee zwak gekoppelde (bijna) identieke slingeruurwerken
elke slinger beweegt op een cirkel
Dynamica op twee cirkels, zeg met hoeken ¢ en 1),
combineert tot dynamica op het product van de cirkels,
een twee-dimensionale torus
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Torus- en cirkel-dynamica

Poincaré afbeelding van cirkel geparametriseerd door ¢ naar zichzelf
volg de integraalkromme tot volgende hit
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De Arnold familie van cirkelafbeeldingen

Arnold familie van cirkelafbeeldingen
Pac(p) = p+2ma+esing

Hoofdtong: zoek naar dekpunten P, .(¢) = ¢

p+2ra+esing =
2ra+esing = 0

. 21

sinp = ———

heeft oplossingen voor [2ra| < e dit definieert hoofdtong

twee dekpunten in inwendige (attractor en repellor)
en eentje op de randen
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Arnold-tongen

[Eet

binnen elke tong periodieke attractoren erbuiten is er multiperiodieke dynamica
globaal: uit elke punt («a,¢) = (p/q,0) ontspringt een tong en het complement van de

tongen is een fractale verzameling
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Huygens' klokken revisited

V.o
1665.

hupaens’ tlocks

[Fig. 751*)

22 febr. 1665,

Dietus 4 aur § herologorum duorum
rovormm in quibus cacznule [Fig. 73], mi-
run concerdiam obfesvaveram, i ut ne
minimo quidem excelfu al:zerum ab altero
fapera=erur. fed eonimaren: femperrecipro-
cationes urrinsque perpendiculi, vede cum
panvo [peto inter fe horologia diftarent,
fympat zia quandam ?) quasi glzerum at al-
teroafficeretur fupicar: crepi. ur experimen-
rum caperem curtavi alierius penduli reditus
ne fimul incederent fed quadrante hore pof:
vel femihora rurfiss zoncerdare inveni.

de vrijwel identieke klokken hangen aan een beweeglijke balk

16 /38
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Synchronisatie ‘on average'

Bijna identieke klokken — a =~ 0
zwakke koppeling = e «'1

.. (e, €) in hoofdtong
Aantrekkend dekpunt == synchronisatie ‘on average'
Robuuste voorwaarden . ..

- voor 'willekeurige’ 2m—periodieke functie f = (),

alleen nodig dat fozﬂ f(p)dp #0

- verklaart Huygens' observatie gedeeltelijk:
voor slingering in fase of antifase ook
dynamica van de balk nodig ...
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LISSAJOUS FIGUREN

Twee lineaire (harmonische) oscillatoren, ongekoppeld

o= —win
Vo = —wiys

~ Lissajous figuren voor wy : wo rationaal = resonant

gedenk Minnaert's boomtak
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Een paar voorbeelden

Y2 Y2 Y2
A A
Y1 "Y1 "Y1
wWyiwy=1:2 wWyiwy;=2:3 W1 =W

gedenk de Lissajous ellips
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ZWEVINGEN

gekoppelde oscillatoren in 1 : 1 resonantie

).61 = —X1 — 2H(X1 - X2)
X = —x2—2Kk(x2 —x1)
ontkoppelen tot
n o= -n
Vo = —(1+2K)y
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Transformatie

door transformatie

n o= Zba+x)
2 = Jba—x)

ALGEMEEN PRINCIPE met LINEAIRE ALGEBRA
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Karakteristieke oscillaties

karakteristieke oscillaties: in fase en in antifase
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Superpositiebeginsel a

lineaire combinaties
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Superpositiebeginsel b

nog eentje
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Lissajous nogmaals

er

verschil met Minnaert?

Henk Broer (Bernoulli Instituut) De Foucault-slinger en Kamerlingh Onnes 26 /38



HET FOUCAULT EXPERIMENT

bolslinger hangt boven de Noordpool en beweegt in een verticaal vlak
HYPOTHESE: aarde draait er in 24 uur onder door ...

klopt dat? en hoe is dat dan in Parijs?
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Bolcoordinaten

z=rcosb, x =rsinfcosp, y = rsinfsinp
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Kinetische en potentiéle energie

Bolcoodrdinaten
= rcosf
x = rsinfcosyp
= rsinfsingp
Kinetische en potentiéle energie

T = ime (0% +sin?0¢?)
U = mglcost
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Nabij het onderste evenwicht

Onderste evenwicht (x, y,z) = (0,0, —¢)

Zuidelijk halfrond krijgt poolcodrdinaten (g, ¢) en carthesische
codrdinaten (£,n) als volgt:

o=m—0 en £ =pcosp,n=psiny

Nuttige formules (vereist enig rekenwerk):

L2 -2 -2 2 -2
&+ = 0" +e¢
b = n§ —&n
&+
Henk Broer (Bernoulli Instituut) De Foucault-slinger en Kamerlingh Onnes €€

30/38



Eerste benadering geeft Lissajous ellipsen

Kleine oscillaties sinp = p en cosp~ 1 — %QZ
Geeft

Q

T Imi? (2 + 0%3?)
U ~ —mgl(l—10%) = imgto?
ofwel
T ~ imf? (52 +7-72>
—mgl(&? + 1)

Q

Correspondeert volgens (1) met

&= /
ﬁz—gn
/

twee ongekoppelde harmonische oscillatoren
~~ Lissajous ellipsen met w? = —g /¢
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Lissajous ellips en rosette

beweegt de bolslinger wel in een verticaal vlak
of is het een langerekte Lissajous ellips ?
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Sferische precessie

Fijnere benadering sinp ~ o — %93 encosp~1— %92 + 714@4
Geeft
T ~ %mEZ (Q2+Q2§02)+%Q4§02
U

Q

Imglo® — L mglo*o?
Extra term in kinetische energie T:

%Q4¢2

~> langzame precessie van de Lissajous ellips
.. rosette baan
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Heike Kamerlingh Onnes 1913

Heike Kamerlingh Onnes 1853-1926
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Kamerlingh Onnes b
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Kamerlingh Onnes c
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