De “naalden” (of lucifers, stokken...)
van BUFFON

Werp een stokje en werk mee
aan de bepaling van . \

e Als de stok een lijn snijdt, druk

op de groene knop. _ P / "“x

e Als de stok geen lijn snijdt, / -

druk op de rode knop. - /

Georges Louis Leclerc, bijgenaamd Comte de Buffon
in1777:

de kans dat de stok een lijn snijdt is %.

Hierbij is d de afstand tussen de lijnen en £ de
lengte van de stok.

Op de volgende posters: twee bewijzen

- Met een integraal

- Door de naald om te vormen tot een cirkel

d
Hier: £ = > Dus:

de kans dat de stok een lijn snijdt is i

aantal gegooide stokken

aantal keer snijden
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P(snijdt een lijn) = — Bewus met een integraal

Benamingen

De lengte £ van de naald en de afstand
d tussen de lijnen liggen vasten £ < d.

De variabelen t, h, y hangen af van
waar de lucifer (of naald of stok)
terechtkomt (zie figuur).

Wat betekent “de lucifer
willekeurig gooien”?

Elk koppel (t,y) € [0, ] X [0, %] maakt

evenveel kans.

Wanneer snijdt de lucifer een lijn? Wanneer y < h.

hin functievant? h = gsin t (rechthoekige driehoek)

Het probleem komt dus neer op:

“zoek de kans dat y en t toevallig zo zijn dat y < gsin t”.

. v . .
De punten waarbij y < 5 sint zijn de punten onder de kromme. Deze punten stellen de

lucifers voor die een lijn van het lijntjespapier snijden.

De kans dat de lucifer een lijn snijdt, is dus

Nl ©

oppervlakte onder de grafiek

oppervlakte hele rechthoek

De oppervlakte onder de grafiek?

fﬂf'tdt—f A F
) > Sin —2[ cos t]g

—£ 1 1
=S(-(-D+1)
=7

t De kans dat de lucifer een lijn snijdt?

oppervlakte onder de grafiek ¢

oppervlakte hele rechthoek
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P(snijdt een lijn) = 2{) Bewus door de naald om te vormen tot een cirkel

Het plan \ )
Stap voor stap de naald omvormen tot een / \ TN ) d
cirkelvormige naald met diameter d (= de \ / ‘51 ) 4 \.}
afstand tussen de lijnen). - \_/

/ \ . ™ o

Waarom? Omdat we zeker weten dat deze £ _\.} 77
cirkelvormige naald de lijnen snijdt (of raakt) \ / - \ - < / l>\ \(
in 2 punten. \

Lange naald Stel dat de lengte £ van de naald niet noodzakelijk korter is dan d.
Noem p, (), p,(£),p3(£) ... de kansen op 1, 2, ... snijpunten met de lijnen.
Verwachte aantal snijpunten E(¥) = p,(£) + 2p,(£) + 3p3(£) + -+ (E van “Expectance”)
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Veelhoekige naald E(¢; + £, + ---) = E(¢;) + E(£,) + -~

U&\

Stelling Voor x € R*: E(x?) = x - E(¥).

Bewijs
e Voorx=n€N: Ent)=E@+2+--+)=EX)+E{)+ -+ E({) =n-E)
o Voorx=%e@+: n-IE(m{’)=IE(n-E{’)=IE(m{’)=m-]E({’) dus IE(E{’)=EIE({’)

e Voorx € R*: Ve > 0: EI——EQ —<x<—en|———|<e (Qisdichtin R)
U

“E(®) =E G{’) < E(xf) <E (%f) =2E(2)
dus: E(x#) = x - E(£)
Gevolg Voor een veelhoekige of kromme naald van totale lengte ¢ geldt: E(¢) = £ - E(1).
Cirkelvormige naald ¢ met diameter d (we weten E(c) = 2)
Benader die door in- en omgeschreven regelmatige veelhoeken P, en P™
E(R,) < E(c) < E(P™)
P,E(1) <2< P"E(1)

lim P, E(1) <2 < lim P, E(1)
n—-oo n—oo

drnE(1) <2 < dmE(1)

2
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Voor ¢ < d: P(snijdt een lijn)= E(£) = ?E(1) = I
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