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Speltheorie 

Twee of meer spelers, die rationele keuzes maken en hiermee proberen 
hun ‘opbrengst’ te maximaliseren of hun ‘verlies’ te minimaliseren.

Niet alleen toegepast bij strategische spellen, maar ook in economie, 
politiek, biologie, sport… 
Hier in de context van het trappen van penalty’s bij voetbalwedstrijden

Geen cursus speltheorie, wel korte activiteit als kennismaking

Weinig algebraïsche vaardigheden nodig, focus op redeneren



2 rationele spelers: penaltytrapper en keeper
Vereenvoudigd model: enkel L en R

Afspraak: L en R vanuit perspectief van de trapper



Situatie 1 ‘de flauwe situatie’
Penaltytrapper scoort altijd als keeper in verkeerde hoek.
Keeper pakt altijd als hij naar de juiste hoek duikt.

Kansentabel met verwachte winst (opbrengst) voor elke speler:

rijspeler

kolomspeler

bimatrix

nulsomspel



Stel gemengde strategie van de trapper: 1
3

, 2
3

Wat is de beste reactie van de keeper?
 

• als L dan verwachte winst = 1
3

• als R dan verwachte winst = 2
3

Keeper zal dus met zuivere strategie reageren nl. altijd R: (0,1)
Is deze situatie in evenwicht? NEE: instabiele situatie



Hoe kan de trapper vermijden dat de keeper voordeel heeft bij een 
bepaalde keuze (L of R)?
 Als gemengde strategie trapper: 1

2
, 1
2

 dan is verwachte winst voor keeper gelijk of hij nu L of R kiest nl. altijd 1
2

Algemeen: 
stel gemengde strategie trapper (1 − 𝑝𝑝, 𝑝𝑝)

   1 − 𝑝𝑝 = 𝑝𝑝 en dus 𝑝𝑝 = 1
2



Wissel van perspectief: stel gemengde strategie keeper (1 − 𝑞𝑞, 𝑞𝑞)
Wanneer evenwicht?
  

  𝑞𝑞 = 1 − 𝑞𝑞 en dus 𝑞𝑞 = 1
2

  gemengde strategie keeper: 1
2

, 1
2

  



Conclusie: 
evenwicht bij volgende combinatie van gemengde strategieën

Nash-evenwicht 

 Geen van beide spelers kan er in dat geval op vooruit gaan
 door eenzijdig van strategie te veranderen.

 Strategie wordt zo gekozen dat je tegenstander
 onverschillig is tussen zijn opties.
 



Nash-evenwicht

Voor ieder spel met 𝑛𝑛 spelers bestaat er een 
evenwicht, een strategieëncombinatie 
(𝑠𝑠1, 𝑠𝑠2, … , 𝑠𝑠𝑛𝑛 ) waarbij geen enkele speler zich 
kan verbeteren door eenzijdig van strategie te 
veranderen.

John Nash (1928-2015)



Situatie 2 ‘beetje minder flauw’
Penaltytrapper trapt niet zo goed naar rechts en mist in 𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐 van 
de gevallen wanneer hij rechts trapt terwijl de keeper links 
duikt.

Bimatrix?

Wat is nu het nieuwe evenwicht?



Stel strategie keeper (1 − 𝑞𝑞, 𝑞𝑞).
Reactie trapper?

• als L dan verwachte winst = 
• als R dan verwachte winst =

 Evenwicht als 𝑞𝑞 = −0,75𝑞𝑞 + 0,75 d.w.z. 𝑞𝑞 = 3
7
≈ 0,43

 De gemengde strategie van de keeper is dan 4
7

, 3
7

 

  Zowel bij trappen L als R is verwachte winst vd trapper 3
7

  De trapper zal een gemengde strategie kiezen (strategische onvoorspelbaarheid) 



Grafische interpretatie

winst 𝑞𝑞 bij L trappen

winst −0,75𝑞𝑞 + 0,75 
bij R trappen

=
3
7



Grafische interpretatie

4
7

, 3
7

 is een minimax-strategie

Keeper kiest strategie die de 
maximale winst voor de trapper 
minimaliseert.

Hij minimaliseert dan het verlies dat 
hijzelf hoogstens heeft.

winst 𝑞𝑞

winst −0,75𝑞𝑞 + 0,75

=
3
7



Welke strategie moet de penaltytrapper spelen?

Stel zijn strategie (1 − 𝑝𝑝,𝑝𝑝). 

   𝑝𝑝 = 1 − 0,75𝑝𝑝   levert 𝑝𝑝 = 4
7
≈ 0,57 

De gemengde strategie vd trapper is dus 3
7

, 4
7

.
 Zowel bij L als R duiken, is de verwachte winst vd keeper dan 4

7
.



Grafische interpretatie?

3
7

, 4
7

 is een minimax-strategie

=
4
7



Conclusie:
Nash-evenwicht = combinatie van de minimax-strategieën

Is het niet contradictorisch dat de penaltytrapper in dit evenwicht 
vaker rechts zal trappen terwijl dat zijn zwakke kant is?

Keeper heeft zich ook aangepast. 
Stel keeper strategie 1

2
, 1
2

, dan kiest trapper altijd L. Hij 
zou dan de helft van de tijd scoren, ondanks dat hij 
zwakker trapt naar R. Door vaker naar links te duiken, 
forceert de keeper de trapper om toch meer naar R te 
trappen en kan hij de kans op een goal verminderen van 1

2
 

naar 3
7

.



Bij een nulsomspel met twee spelers is het Nash-evenwicht altijd 
de combinatie van de minimax-strategieën.



De werkelijke situatie? 
Palacios-Heurta (2003): 1417 penalty’s uit FIFA-wedstrijden in 
Spanje, Engeland, Italië…
         Tabel met empirische kansen:

Zoek het Nash-evenwicht.



Strategie van de keeper?

         levert 𝑞𝑞 = 0,58

Dus: keeper speelt

Verwachte winst trapper:
 0,37 ⋅ 0,58 + 0,58 ≈ 0,80

   



Strategie van de trapper?

         levert 𝑝𝑝 ≈ 0,62

Dus: trapper speelt strategie      
Verwachte winst keeper: −0,35 ⋅ 0,62 + 0,42 ≈ 0,20

Nash-evenwicht: 



Nash-evenwicht: 

Zien we dit evenwicht terug in de waargenomen data uit het 
onderzoek?

Beperkingen speltheorie?



John von Neumann (1903-1957) John Nash (1928-2015)



Veel meer in het artikel in UW 41/3 over speltheorie o.a. gevangendilemma

golden balls. the weirdest split or steal ever!

https://www.youtube.com/watch?v=S0qjK3TWZE8


Vragen?

Els Vanlommel – Heilig Hart van Maria Berlaar
els.vanlommel@hhvmb.be
0474780425
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