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Motivatie voor het onderwerp

» Bij sportbeslissingen wordt steeds vaker technologie
ingezet voor spelbeslissingen of verzameling van
sportdata.

Vaak gebaseerd op camerabeelden.

JHawk-eye bij tennis:
o Voetfout by service? Bal binnen of buiten de lijn?
o Data zoals snelheid van de bal b1 serveren of een smash.
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dTechnologie bij voetbal: ‘

o Wearables voor verzameling van persoonsdata:
Hartslag? Positie, snelheid, acceleratie? Heatmap?

o Doellijntechnologie met high speed camera’s (WK 2012):
Goal Line Replay of automatische Goal Line Technology:
bal over de doellijn?

o ‘Connected’ bal: bewegingssensor in de bal (WK 2022): |
500Hz-meting van positie, snelheid, acceleratie, draaiing; |
nuttig voor detectie van buitenspel en handspel.

o VAR (UEFA Champions League 2019) Doelpunt?
Strafschop? Directe rode kaart? Persoonsvergissing?

o Semi-automatische buitenspeltechnologie (WK 2022)
met Al-tracking, Al-gegenereerde 3D avatars.

» Technologie gebruikt wiskunde buiten het zicht.
Wiskunde kan betere beslisregels suggereren.
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Vragen en antwoorden

» Welke wiskunde schuilt achter voetbaltechnologie?
* Perspectiefmeetkunde / Projectieve meetkunde
Lineaire algebra

e Calculus
o Statistiek

» Wat gebeurt in foto/video apps op de smartphone en in

software (photoshop, Coach, ...) op de achtergrond?
* Handmatige en geautomatiseerde bewerkingen van foto's en videobeelden

» Kan deze wiskunde op een toegankelijke manier in de klas gebracht

worden?
Kunnen we zelf ook computervisie programma’s maken b1y voetbal?

* In Python m.b.v. OpenCV module
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Aanleidingen voor introductie van voetbaltechnologie?

» WK kwalificatie Frankijk — Ierland 2009

o Handspel van Thierry Henry niet gezien door arbiters,
wel door 1edereen thuis op camerabeeld te zien.

»WK 2010 Engeland — Duitsland
o Bal over de doellijn bij het schot van Frank Lampard niet gezien door arbiters,
maar wel overduidelijk bij herhaalde camerabeelden.

» WK 2010 Argentinié — Mexico

o Buitenspel van Carlos Teévez niet opgemerkt door arbiters,
maar wel door 1edereen 1n stadion en thuis op camerabeelden te zien

Roep om gebruik van technologie door de scheidsrechter bij het
nemen van beslissingen (b1jv. om een eerder besluit te corrigeren).


https://www.youtube.com/watch?v=xSZxik7CUg8
https://www.youtube.com/watch?v=xSZxik7CUg8
https://www.youtube.com/watch?v=xSZxik7CUg8
https://www.youtube.com/watch?v=xSZxik7CUg8
https://www.youtube.com/watch?v=gcAH4Qm5M84
https://www.youtube.com/watch?v=gcAH4Qm5M84
https://www.youtube.com/watch?v=gcAH4Qm5M84
https://www.youtube.com/watch?v=rXeu9-WSROI
https://www.youtube.com/watch?v=rXeu9-WSROI
https://www.youtube.com/watch?v=rXeu9-WSROI
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VAR historie in vogelvlucht

»2012-2013: KNVB koploper met ‘Arbitrage 2.0’ project.
»>2016: eerste live tests met videoscheidsrechter.
»2018-2019: VAR actief in eredivisie, bekertoernom en play—offs
» ARAG KNVB Replay Center;

Kleinste VAR team bestaat uit:
o Video assistent referee (VAR)
o Assistent-VAR (AVAR)

o Technicus van VAR-systeem
» Sindsdien meer camera’s, gebruik van
buitenspelsoftware, verbeterde protocollen en communicatie.
» WK 2018: internationaal geintroduceerd.
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VAR historie in vogelvlucht

» 2018-2019: VAR in Premier League.
» 2019-2020: UEFA Champions League.
» 2020-2021: Europa League.
» 2021: Nations League.
» 2022-2023: Conference League.
» 2023: WK Vrouwen.
» 2025-2026: Champions League voor vrouwen.
» 2016-2026: Heel veel aanpassingen spelregels en protocollen.
» 2026: UEFA en FIFA verschillen van mening over de VAR-toekomst.
» VAR niet overal ingevoerd: in Zweden in 2024 afgewezen
na protest van supporters en voetbalclubs.
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Is het voetbal beter geworden met de VAR?

Volgens IFAB (bepaler van spelregels) wel, maar voetballers, managers,
commentatoren, supporters en tv-kijkers klagen over dubieuze besluiten.
»Bewust handspel? WK finale Frankijk — Kroatié¢ 2018

o Handspel volgens toenmalige spelregels.
o Lange t1jd nodig voor review.

» Hinderlijk buitenspel? Euro 2024 Nederland — Frankrijk

o Interpretatie van ‘hinderlijk buitenspel’ mogelijk.
o Rediculariseren van de VAR

»Millimeterwerk! FA Cup 2023 Manchester United — Coventry

o Hoe nauwkeurig zijn imaginaire buitenspellijnen?

o Besluit naar de letter van de spelregels, maar ook naar de geest van het spel?
(zeker als het met het blote oog niet te zien zou zijn)



https://www.youtube.com/watch?v=SvV6aUki6LU
https://www.youtube.com/watch?v=SvV6aUki6LU
https://www.youtube.com/watch?v=SvV6aUki6LU
https://www.youtube.com/watch?v=SvV6aUki6LU
https://www.youtube.com/watch?v=N6w6OVRlxso
https://www.youtube.com/watch?v=N6w6OVRlxso
https://www.youtube.com/watch?v=N6w6OVRlxso
https://www.youtube.com/watch?v=OL8d0MtPuGg
https://www.youtube.com/watch?v=OL8d0MtPuGg
https://www.youtube.com/watch?v=CWJyBspkZsM
https://www.youtube.com/watch?v=CWJyBspkZsM
https://www.youtube.com/watch?v=CWJyBspkZsM
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Verder op het programma

» Focus op buitenspel en buitenspelregels.

» Waarnemingen van buitenspel in het veld en m.b.v. camerabeelden.
» Nauwkeurigheid en betrouwbaarheid van technologie.

» Suggesties voor verbeteringen van buitenspelregel.

» VAR bij WK 2026: nieuwe ontwikkelingen.

» Gebruik van computervisie software bij buitenspel.
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Buitenspelregel, complexer dan ooit (4 pagina’s, IFAB regel 11)
Een voetballer staat buitenspel wanneer hij zich in de speelhelft van de

tegenstander bevindt en op het moment dat bal naar hem gespeeld wordt
1863: h1j voor de bal 1s (als bij rugby-regel).

1866: er minder dan 3 tegenstanders tussen hem en de doellin staan.

1925: er minder dan 2 tegenstanders tussen hem en de doellijn staan.

1990: hij 1n buitenspelpositie staat, waarbij gelijke hoogte geen buitenspel meer is.
2005: 1n buitenspelpositie staat en hij ‘actief’ aan het spel deel neemt.

2018: de scheidsrechter bepaalt, mogelijk met ingeroepen hulp van de VAR voor
check m.b.v. camerabeelden, dat één of meer lichaamsdelen waarmee de aanvaller
een doelpunt kan maken voorbij die van de voorlaatste verdediger zijn.

2027: er een volledig gat in VARIjjnen zichtbaar 1s tussen de aanvaller en de
voorlaatste tegenstander (test met ‘Arséne Wenger’ regel in Canadese voetbalcompetitie).

VVVVVY

A\


https://www.theifab.com/laws/latest/offside/
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Waarom niet de beslissing bij de grensrechter neergelegd?

» Wie kan 3 personen (passer, aanvaller, verdediger) tegelijkertijd (op het
moment van aanspelen) goed in het oog houden?

» Optisch bedrog doordat de grensrechter zich vaak achter de voorlaatste
verdediger bevindt. Relatieve projectie van spelers op de retina van de
grensrechter kan dan het beeld vertekenen inzake de positie van spelers.

— — ,
Far Middle Near Far Middle Near | FE (ilag error): gevlagt, maar geen
buitenspelpositie
o ~— NFE (no-flag error): niet gevlagt,
Left Right | (g Outside

|
Outside f'S19® : | Rl YN maar wel buitenspelpositie.
, Ll/ | Wanneer ver weg een aanvaller de
_______ | r-~~r~ - T Tr -~ voorlaatste verdediger buitenom
|

FENFE 1 FENFEl pagseert, dan meer FE dan NFE
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Idee voor leerlingen-experiment

» Drie leerlingen spelen de rol van grensrechter, aanvaller en verdediger.
» De grensrechter maakt foto’s van passeer-situaties met en zonder
buitenspel positie en binnen of buiten passerend
(nummer foto’s en noteer de situatie).
» Leerlingen beoordelen elke foto op vlaggen voor buitenspel of niet.
» Laat ze frequenties van vlag-fouten en geenvlag-fouten bepalen.
» Stemmen de resultaten overeen met de conclusies uit het Nature artikel?
Z.0 niet wat kan daar een reden voor zijn?

» Nevendoel:
Ervaring opdoen met empirisch onderzoek en beschrijvende statistiek.
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gaan op de foto door ¢én punt,
het viuchtpunt. In GeoGebra:

VARIijn (buitenspellijn) in perspectief

VARIijn = 1imaginaire lijn, parallel aan achterlyn, die g
gelijkloopt met de voorlaatste verdediger.

Liverpool (rood) aanvallend, West Ham United (wit) verdedigend.
Bultenspelhjn in geel getoond op de foto 3 spelers buitenspel.
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Beeldrectificatie met Photoshop

Originele foto Na beeldrectificatie
EMIE ?!; .r UE o ::‘E : : ___} :“r”s"" ifu,”,'n‘ﬁ..' :.. VY . ' i
'Ll.\ 3 m U m INSURAIS € - s, P?:rsuiumﬂnrrm?mr WiFE- Hxs"u;aﬁr;cfl —




UNIVERSITEIT VAN AMSTERDAM
X

Beeldrectificatie met Photoshop

Overlay met vierhoek Na beeldrectificatie

T W 9230 Ry “
{+}

Na rectificatie van de foto kunnen afstanden van spelers tot de doellin
gemakkkelijk 1n pixels gemeten worden en via schaling in cm berekend
worden.
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Leerlingen-activiteit

Is het buitenspel? (meetkunde & coordinaten)
Gebruik een foto voor een buitenspel check. Leerlingen
a) sporen het vluchtpunt van parallelle lijnen op en
gebruiken dit punt om op buitenspel te checken.
b) zoeken uit wat het effect 1s van een andere bepaling van het vluchtpunt.
c) doen beeldrectificatie en bepalen van betrokken spelers hoe dicht ze by
de doellijn staan; 1s het buitenspel en maakt keuze van rectificatie uit?
d) nemen een foutmarge van £10 cm aan; verandert de beslissing?
¢) nemen een foutmarge van + 2 pixels aan; verandert de beslissing?

Nevendoel: Ervaring opdoen met (1) precisie van metingen en (2) relatie
pixel coordinaten en wereldcoordinaten, en dit in beslissingen meewegen.
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Nauwkeurigheid en betrouwbaarheid van VARIijn

VAR geeft schyynnauwkeurigheid. Twee factoren:
» Tijd - het moment van de pass:
o 1s dit wel goed 1n beeld op een frame?
o zin de aanvaller en verdediger dan ook 1n beeld of op een ander
frame, of op een andere camera (hopelijk synchroon in tijd)?
o framerate van camera geeft foutmarge in t1jd: bij een foutmarge van
+1 frame en een framerate 50 fps 1s dat £20 ms.
» Plaats — positie van potentieel scorende lichaamsdelen
» zijn ze goed in beeld?
» handmatige VARIijn evenwijdig aan doellijn 1s niet 100% goed.
» pixelbreedte van de VARIijn, zeg £1 pixel, geeft al foutmarge in plaats.
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Leerlingen-activiteit

Is het wel buitenspel? (foutenmarge)

a) Als de framerate van de camera 50 fps 1s en de bepaling van het tijdstip
van de pass 1 frame kan afwijken, wat 1s dan de foutmarge in ms? (20)

b) Als een aanvaller sprint met 10 m/s, wat 1s dan de foutmarge in afgelegde
afstand op basis van de tijdmarge uit onderdeel (a)? (20 cm)

c) Als de resolutie van een digital camerabeeld 1920x1080 pixels 1s en
de camera 50 m van het speelveld in beeld heeft, schat dan de werkelijke
breedte van een pixel in. (2.5 cm)

d) Hoeveel pixels kan een aanvaller uit onderdeel (b) op basis van de
schatting uit onderdeel (c) in buitenspelpositie geacht ziyn, terwijl hij in
werkelykheid op gelijke hoogte met de voorlaatste verdediger was? (4)
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Technologische ‘verbeteringen’ wat betreft onnauwkeurigheid

» Gebruik de connected ball met meetfrequentiec 500Hz om moment van
de beslissende pass te registreren.

» Gebruik hogesnelheidscamera’s van 500 fps: foutmarge in tijd is 2 ms.

» Laat niet de VAR lijnen trekken, maar laat computer vision software de
lijnen uitrekenen en over het camerabeeld tekenen (veel sneller).

» Gebruik semi-automatische offside technologie (SAOT): m.b.v. Al
worden automatisch de bal en de poses van spelers gevolgd en 3D-avitars
en een VARvlak gegenercerd om de spelsituatie te visualiseren.

Twee kanttekeningen b1y zo’n heel duur systeem:

» Hoe nauwkeurig de technologie ook is, er blijven altijd grensgevallen en
interpretaties (1s het een hinderljjke buitenspelpositie?) over.

» Is arbitrage met ‘onzichtbare fouten’ nog wel naar de geest van het spel?
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Tijd voor nieuwe spelregels? Enkele suggesties

» Verklein het gebied waarbinnen buitenspel gestaan kan worden.
Niet op de helft van de tegenstander, maar bijvoorbeeld het laatste kwart.

» Gebruik VAR-tolerantiezones: daarbinnen i1s geen strafbaar buitenspel.
Bijvoorbeeld zet de VAR-11jn 1n beeld met een grijze zone waarbinnen
buitenspel niet stratbaar 1s. Breedte van de zone dusdanig kiezen dat de
tolerantielijn een hoge mate van zekerheid geeft dat de aanvaller
inderdaad buitenspel stond. Voorkeur voor vaste breedte.

» Enkel strafbaar buitenspel als er daglicht zit tussen de VARIlijnen
van de aanvaller en de voorlaatste verdediger (‘Arsene Wenger’ regel)
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Ontwikkelingen bij WK 2026
» Verfijnde en efficiéntere SAOT:

o Snellere en nauwkeurigere buitenspelbeslissingen.
o Gebruik van gepersonaliseerde 3D-avitars van alle spelers.
o Uitkomst van een VAR-review direct aan publiek en spelers uitgelegd.

» Uitbreiding van VAR-interventies:
o Ingrijpen b1y onterecht toegekende hoekschoppen.
o Corrigeren bij onterecht gegeven tweede gele kaart.
o Altyyd wijzen op persoonsverwisseling bij gele en rode kaarten.

» Nieuwe spelregels:

O Hoekschop voor aanvallende partij bij tijdrekken van de doelman.

o Tijdslimiet van 5 s bij inworpen en doeltrappen; anders inworp door
andere partij resp. hoekschop voor de tegenparti.

o 10-secondenregel voor wissels; anders 1 minuut straftiyd voor wissel.
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Het projectieve vlak als basis voor computervisie

Probleem. In een 2D-coordinaatvlak veel gevalsonderscheidingen:
* Meestal hebben twee lijnen exact ¢én snijpunt gemeen.
* Parallelle lijnen snijden elkaar niet.

Oplossing. Voeg een viuchtpunt (verdwijnpunt) toe voor elke richting
in het vlak / elke verzameling van paralelle lijnen.
* Definieer een vluchtpunt als snijpunt van twee parallelle lijnen.
* Twee verschillende lijnen snijden elkaar nu in exact ¢én punt:
een vluchtpunt of een eindig punt in het vlak.

Zo maak je het projectieve viak P*.
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Homogene coordinaten van punten in het projectieve vlak

0 X kx
Realiseer P4 als R3\ {(O)} met equivalentie (y) = (ky) voor k # 0.
0 z kz

Elke 3D-vector ongelijk de nulvector representeert dus een punt in P2,

X X
X
Eindig punt: (y) in R? wordt (y) in P2. (y) in P? wordt (;;i) in R?.
1 Z

X
Vluchtpunten hebben homogene coordinaten (y)
0
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Projectieve lijn P! en projectieve ruimte P°

0
0

()
\o/

Realiseer P als R#\ {( )} met equivalentie (x) = (kx) voor k # 0.

y ky
kx \

. Ky
Real P3 als R*

caliseer P als R™\ Iy
\kw

met equivalentie

X
Y
Z
w

voor k # 0.
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Vergelijkbare Kijk op het projectieve vlak
AY
* Punten corresponderen met
viuchtpunt liyjnen door de oorsprong.

/)/ * vluchtpunten met lijnen door
/K oorsprong 1n z = 0 vlak.

1) * punten op z = 1 vlak met de
/ - 12-:- andere lijnen door de oorsprong
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Gaatjescamera model (pinhole camera model)

Camera 1n oorsprong van het
ruimtelijk assenstelsel, gericht in
f _ positieve Z-richting met x ,,- en
’“‘/l > y..m-as gelijkgericht met

e respectievelijk de X- en Y- as.

L
0
,,,,,
i;‘
J..J
ry
*";‘,
e,
J""
{;J'
iiiii

Beeldvlak op vlak . (Z = f)

N\

xcam — (xcama ycam)T: gepI'Q] eCteerd
punt in camera coordinaten [mm]
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(Xeams Veam)! = geprojecteerd punt in cameracoordinaten [mm]

Het principale punt 1s het
snijpunt van de as door
het cameracentrum

| p 7 loodrecht op het
¢=0, ..l 3 beeldvlak (hier de Z-as)
/ . ‘/l Ve met het beeldvlak en hier
Tl e ; _ 1s het de oorsprong van
X cameracooOrdinatenstelsel

Geljjkvormigheid
van drichoeken: (X.Y.2Z)" = Xeam = (fX/Z,fY/Z)"
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Centrale projectie van punten in 3D naar 2D-beeldvlak

* Lineaire afbeelding in termen van homogene coordinaten:

wx P11 P12 P13 DPis /);\
(Wy)= P21 P22 P23 p24>

Z
w P31 P32 P33 D34 1/

i=1..3,j=1..4

voorw # 0 ende 3 X 4 matrix P = (pij)
X

y) by deling door w.  Dus: 11 vrijheidsgraden

 Beeldcoordinaten (
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Wat als af te beelden punten in een vlak liggen?

* Inverveertbare lineaire atbeelding, homografie genoemd,
b1y homogene coordinaten

wx' hiis hiz hiz\ /X
wy' | = ha1 hyz  hys (y )
w h31 h32 h33 1

voor w # 0 ende 3 X 3 matrix H = (hij)ijzl .

* Beeldcoordinaten (;,) by deling door w. Dus: 8 vrijheidsgraden.
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Bepaling van homografie H via een directe methode

* Gebruik bekende correpondenties tussen punten P en P’ zodat
H - P = P’ bij gebruik van homogene codrdinaten.
* 4 puntenparen volstaan:

Y KT T TR S R
DIFFERENT |

g '- LANSURAIE
(=}

, ¥
i POSITIVELY
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Directe bepaling van homogratie H

* Elk puntenpaar [P, P'|met H - P = P’ en gebruik van homogene
coordinaten met 3¢ coordinaat gelyjk aan 1 geeft
APy hiy hiz hiz)\ /P
8 | = (1o hay B (p)
A h31 hzy hsz 1
met A # 0.

* Eliminatie van 4 geeft 2 lineaire vergelijkingen in de
(
hi1Pe + hioPy + hyz = (h31 P + hao Py + ha3) Py

matrixcoefficiénten: < ,
kh21px + hzzPy + h23 — (h31PX + h32Py + h33)Py
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* Met 4 bekende puntenparen [Py, P, ], [P, P;], | P3, P3] en | Py, P, ],
waarvan er niet drie op €¢n lyn liggen, krijgen we een stelsel van 8
vergelykingen met 9 onbekenden. Bij keuze h;; = 1 te schrijven als:

/Plx Ply 1 0 0 0 _Plxpllx _Plypllx\ n Pllx\
0 0 0 P, P, 1 —PP,, —P,P, hg\ P,
Pox Poy 1 0 0 0 —PuPh —PyuPh || .| | P
0 0 0 Py Py 1 —PyuPs, —PoyPiy || oy | | Py
P P3y 1 0 0 0 _PBxPéx _PByP?ix h22 N P?ix
0 0 0 Py Py, 1 —Py Py, —Ps3,Pi, || Pes P3,
Poy Py 1 0 0 0 —PuPy PP \231 / Pyy
\o 0 0 Py Py, 1 —Py,Pi, P4y1z;y/ 32 \Piy/
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* Metn = 4 puntenparen kunnen we op dezelfde manier een
matrixvergelijjking opstellen met links een 2n x 8 matrix M.

* Vergeljjking 1s ook dan op te lossen met lineaire algebra methoden.

Bijvoorbeeld (onder voorwaarden) met pseudo-inverse van M,
vaak te berekenen als (MT - M)~1 . MT,

* Keuze hy3 = 1 niet per se nodig.
B1j 4 puntenparen krijgen we dan een matrixvergelijking met aan de
rechterkant de nulvector. Nu de kern van een matrix bepalen.

Met n = 4 puntenparen krijgen we dan een probleem om een
eigenvector bij de kleinste eigenwaarde te bepalen (SVD).
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Toepassing: buitenspelbepaling via homografie

Resultaat:
- Q projectic van NWD logo op
l._ reclamebord Times Square foto

Begin:
foto van NWD logo |
Times Square foto \
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Python / OpenCYV voor detectie van buitenspel

 Beeldrectificatie van camerabeeld.
* Automatische detectie van vluchtpunt.
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