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Introductie

Kennen jullie deze rij:

1,1, 2 3,5, 8, 13,...

En deze?

1,2, 3,5, 7, 11, 15,...

Wat is de volgende in de rij?

Dit is precies waar de OEIS voor is!

David Hokken (Unversiteit Utrecht) en Berend Ringeling (Université de Montréal)




Wat is de OEIS?

OEIS: On-Line Encyclopedia of Integer Sequences
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Wat is de OEIS?

OEIS: On-Line Encyclopedia of Integer Sequences

® Bevat een zee aan informatie over honderdduizenden

interessante getallenrijen

David Hokken (Unversiteit Utrecht) en Berend Ringeling (Université de Montréal)




Het eerste rijtje, online

The OEIS is st d by the many generous donors to the OFIS Foundation.

013627 THE ON-LINE ENCYCLOPEDIA
» 157 OF INTEGER SEQUENCES ®

10221121
founded in 1964 by N. J. A. Sloane
[search | mins
(Greetings from The On-Line of Tnteger Sequences!) h
A000435 Normalized total height of all nodes in all rooted trees with n labeled nodes. =
(Formerly M4558 N1940)

0, 1, 8, 78, 944, 13800, 237432, 4708144, 105822432, 2660215680, 73983185000, 2255828154624, 74841555118992,
2684366717713408, 103512489775594200, 4270718991667353600, 187728592242564421568, 8759085548690928992256,
432357188322752488126152, 22510748754252398927872000
(list; graph; refs; listen; history; text; internal format)
OFFSET 1,3
COMMENTS This is the sequence that started it all: the first sequence in the database
The height h(V) of a node V in a rooted tree is its distance from the root. a(n) = Sum_{all nodes V in all
n~(n-1) rooted trees on n nodes} h(V)/n.
In the trees which have [0, n-1] = (@, 1, ..., n-1) as their ordered set of nodes, the number of nodes at
distance i from node @ is f(n,i) = (n-1)...(n-i) (i+1)n~(j-1), @ <= i < n-1, i+j = n-1 (and f(n,n-1) =
(n-1)1): (n-1)...(n-i) counts the words coding the paths of length i from any node to @, n~(j-1) counts
the Pruefer codes of the rest, words build by iterated deletion of the greater node of degree 1 ... except
the last one, (i+1), necessary pointing at the path. If g(n,i) = (n-1) (n-i)n~j, i+j = n-1, f(n,i) =
g(n,i) - g(n,i+1), g(n,i) = Sum_{k>=i} f(n,k), the sequence is Sum_{i=1..n-1} g(n,i). - Claude Lenormand
(claude. lenormand (AT) free.fr), Jan 26 2001
If one randomly selects one ball from an urn containing n different balls, with replacement, until exactly
one ball has been selected twice, the probability that this ball was also the second ball to be selected
once is a(n)/n"n. See also A@@1865. - Matthew Vandermast, Jun 15 2004
a(n) is the number of connected endofunctions with no fixed points. - Geoffrey Critzer, Dec 13 2011
a(n) is the number of weakly connected simple digraphs on n labeled nodes where every node has out-degree 1.
A digraph where all out-degrees are 1 can be called a functional digraph due to the correspondence with
endofunctions. - Andrew Howroyd, Feb 06 2024
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Geschiedenis van de On-Line Encyclopedia of Integer Sequences

® Opgezet in 1964 door Neil Sloane
(1939)

Neil Sloane, 1960
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Geschiedenis van de On-Line Encyclopedia of Integer Sequences

® Opgezet in 1964 door Neil Sloane (1939)

® Van kaartenbak (1964) tot boek (1973)
tot emailservice (1994) tot website
(1996)

® ledereen kan meedoen door zelf een

getallenrij bij te dragen!

Neil Sloane, 1960
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De boeken

3
ENCYCI(.)?I’EDIA

INTEGER
SEQUENCES

‘ m
A HANDBOOK OF

INTEGER SEQUENCES N.J. A. SLOANE
mmmmm SIMON PLOUFFE

N.JA. SLOANE

1973: 2372 rijtjes 1995: 5487 rijtjes

David Hokken (Unversiteit Utrecht) en Berend Ringeling (Université de Montréal)




De boeken

3
ENCYCI(.)?I’EDIA

INTEGER
SEQUENCES

‘ m
A HANDBOOK OF

INTEGER SEQUENCES N.J. A. SLOANE
mmmmm SIMON PLOUFFE

N.JA. SLOANE

1973: 2372 rijtjes 1995: 5487 rijtjes

Inmiddels meer dan 390.000 rijtjes!

David Hokken (Unversiteit Utrecht) en Berend Ringeling (Université de Montréal)




Wat kan je allemaal vinden op de OEIS?
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Wat kan je allemaal vinden op de OEIS?

gaten tussen priemgetallen: A001223
Keyword: hard -prime
Keyword: unkn (A115603, A080592)

David Hokken (Unversiteit Utrecht) en Berend Ringeling (Université de Montréal)




Keywords

Keyword

base
bref
cofr
cons
core
dead
dumb
easy
eigen
fini
frac
full
hard

less
look
more
mult
nice
nonn
obsc
sign
tabf

Description

Sequence is dependent on base used.

Sequence is too short to do any analysis with

A continued fraction expansion of a number.

A decimal expansion of a number (occasionally some other base).

A fundamental sequence.

An erroneous or duplicated sequence (the table contains a number of incorrect sequences that have appeared in the literature, with pointers to the correct versions).
An unimportant sequence.

Itis easy to produce terms of this sequence.

An eigensequence: a fixed sequence for some transformation.

A confirmed (if not by definition, then by a proof) finite sequence.

Numerators or denominators of sequence of rational numbers.

The full sequence is given (implies that the sequence is finite).

Next term is not known and may be hard to find. Would someone please extend this sequence?
This sequence has a graph audio deemed to be particularly interesting and/or beautiful.

This is a less interesting sequence and is less likely to be the one you were looking for.

This sequence has a graph visual deemed to be particularly interesting and/or beautiful.

More terms are needed! Would someone please extend this sequence?

Multiplicative: a(mn) = a(m) a(n) it ged (m, n)
An exceptionally nice sequence.

A sequence of nonnegative numbers (more precisely, all the displayed terms are nonnegative; it is not excluded that later terms in the sequence become negative).
Obscure, better description needed.

Sequence contains negative numbers.

An irregular (or funny-shaped) array of numbers made into a sequence by reading it row by row.

David Hokken (Unversiteit Utrecht) en Berend Ringeling (Université de Montréal)




Don Zagier (2001): Vassiliev invariants and a strange identity

related to the Dedekind eta-function
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Don Zagier (2001): Vassiliev invariants and a strange identity
related to the Dedekind eta-function

o

Y -a)(l-g¢?)-...-(1-4q") (1)

n=0
“The [expression] (1) occurred in a lecture on analytic continuation
of Feynman integrals [by Maxim Kontsevich]. He [gave a formula
for (1), but without proof]. | gave an interpretation of his formula
[in terms of a] ‘period function’ [and] showed that it would follow
from identity (7).
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Don Zagier (2001): Vassiliev invariants and a strange identity
related to the Dedekind eta-function

o

Y -a)(l-g¢?)-...-(1-4q") (1)

n=0
“The [expression] (1) occurred in a lecture on analytic continuation
of Feynman integrals [by Maxim Kontsevich]. He [gave a formula
for (1), but without proof]. | gave an interpretation of his formula
[in terms of a] ‘period function’ [and] showed that it would follow
from identity (7). As part of [my] attempt to prove (7) [...]

Studying

the [relevant papers]| led to a proof of [the formula].”

David Hokken (Unversiteit Utrecht) en Berend Ringeling (Université de Montréal)




Verwijzingen naar de OEIS

12000 | 1

10000 | 1

8000 r 1

6000 1

4000 1

2000 r 1

D i i i i i L i
2010 2012 2014 2016 2018 2020 2022 2024 2026

year




Een klein rekenvoorbeeld

Neem de rij a(n), met n > 1 geheel, gedefinieerd door

a(n) = het aantal manieren om n te schrijven als som van
positieve gehele getallen, waarbij de volgorde niet uitmaakt
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Een klein rekenvoorbeeld

Neem de rij a(n), met n > 1 geheel, gedefinieerd door

a(n) = het aantal manieren om n te schrijven als som van
positieve gehele getallen, waarbij de volgorde niet uitmaakt

Voorbeeld voor n = 4. geldige partities zijn
4,341,242, 2+1+1, 1+14+1+1,

dus a(4) = 5.
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Een klein rekenvoorbeeld

Neem de rij a(n), met n > 1 geheel, gedefinieerd door

a(n) = het aantal manieren om n te schrijven als som van
positieve gehele getallen, waarbij de volgorde niet uitmaakt

Voorbeeld voor n = 4. geldige partities zijn
4,341,242, 2+1+1, 1+14+1+1,

dus a(4) = 5.
Opdracht: vind a(49).
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Een klein rekenvoorbeeld

Neem de rij a(n), met n > 1 geheel, gedefinieerd door

a(n) = het aantal manieren om n te schrijven als som van
positieve gehele getallen, waarbij de volgorde niet uitmaakt

Voorbeeld voor n = 4. geldige partities zijn
4,341,242, 2+1+1, 1+14+1+1,

dus a(4) = 5.
Opdracht: vind a(49).

Dit zijn de partitiegetallen (AO00041) van de eerste slide!

David Hokken (Unversiteit Utrecht) en Berend Ringeling (Université de Montréal)




Cirkels doorsnijden met lijnen

Wat is het maximaal aantal gebieden waarin je een cirkel kan
onderverdelen door er n lijnen doorheen te trekken? (n=1, 2,...)
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Cirkels doorsnijden met lijnen

Wat is het maximaal aantal gebieden waarin je een cirkel kan
onderverdelen door er n lijnen doorheen te trekken? (n=1, 2,...)

OO
LS,
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Cirkels doorsnijden met lijnen

Wat is het maximaal aantal gebieden waarin je een cirkel kan
onderverdelen door er n lijnen doorheen te trekken? (n=1, 2,...)

OO
LS,

1,2,4,8,16,... 31,57!
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Cirkels doorsnijden met lijnen

Wat is het maximaal aantal gebieden waarin je een cirkel kan
onderverdelen door er n lijnen doorheen te trekken? (n=1, 2,...)

OO
LS,

1,2,4,8,16,... 31,57! Soms heb je meer termen/een goede

zoekterm nodig voor de OEIS je kan helpen

David Hokken (Unversiteit Utrecht) en Berend Ringeling (Université de Montréal)




En nu het rijtje uit onze abstract!

1 7 19 37 61 91 127 169
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En nu het rijtje uit onze abstract!

1 7 19 37 61 91 127 169

constante tweede verschillen = kwadratische groei
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En nu het rijtje uit onze abstract!

1 7 19 37 61 91 127 169

constante tweede verschillen = kwadratische groei

We voeren het in OEIS. We vinden: OEIS A003215. Laat a(n) nu ons rijtje
zijn, startend met a(0) = 1, dan vinden we dus

a(n) =3n(n+1)+ 1.
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En nu het rijtje uit onze abstract!

1 7 19 37 61 91 127 169

constante tweede verschillen = kwadratische groei

We voeren het in OEIS. We vinden: OEIS A003215. Laat a(n) nu ons rijtje
zijn, startend met a(0) = 1, dan vinden we dus

a(n) =3n(n+1)+ 1.

Inderdaad kwadratisch.
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En nu het rijtje uit onze abstract!

1 7 19 37 61 91 127 169

constante tweede verschillen = kwadratische groei

We voeren het in OEIS. We vinden: OEIS A003215. Laat a(n) nu ons rijtje
zijn, startend met a(0) = 1, dan vinden we dus

a(n) =3n(n+1)+ 1.

Inderdaad kwadratisch.

We lezen verder wat er op OEIS staat.

David Hokken (Unversiteit Utrecht) en Berend Ringeling (Université de Montréal)




Centrale hexagonale getallen

Dit zijn blijkbaar de centrale hexagonale getallen.

1 7 19 37
+1 +6 +12 +18
o oe@
eoe@ @0 o0co0e

[CINe] ®@o0o0e@ @0 000C®e
@ 0600 @000CO@ @0 00CO0OO0OEO
[SINe] ®@o0o0e @0 000C®e
(Sl ] @0 00e

oo oo

Dit telt het aantal punten in een hexagon met n ringen.

David Hokken (Unversiteit Utrecht) en Berend Ringeling (Université de Montréal)




Centrale hexagonale getallen

Bijvoorbeeld ook te zien in telescopen...

(De James Webb telescoop met 19 segmenten)

David Hokken (Unversiteit Utrecht) en Berend Ringeling (Université de Montréal)




Centrale hexagonale getallen

...of in minder serieuze dingen, zoals Catan.

(37 tegels in totaal, en 19 landtegels)

David Hokken (Unversiteit Utrecht) en Berend Ringeling (Université de Montréal)




Centrale hexagonale getallen

Wat we ook leren uit OEIS is dat dit precies de verschillen zijn van
de derdemachten (OEIS A000578).
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Centrale hexagonale getallen

Wat we ook leren uit OEIS is dat dit precies de verschillen zijn van
de derdemachten (OEIS A000578). Dit is zo want

(n+12 - =3 +3n+1=a(n)

David Hokken (Unversiteit Utrecht) en Berend Ringeling (Université de Montréal)




Look and Say-rij

De rij begint zo:
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Look and Say-rij

De rij begint zo:
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Look and Say-rij

De rij begint zo:

11
21
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Look and Say-rij

De rij begint zo:

11
21
1211
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Look and Say-rij

De rij begint zo:

1

11

21
1211
111221
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Look and Say-rij

De rij begint zo:

1

11

21
1211
111221
312211
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Look and Say-rij

De rij begint zo:

1

11

21
1211
111221
312211

Wat is de volgende in de rij?
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Look and Say-rij

De rij begint zo:

1

11

21
1211
111221
312211

Wat is de volgende in de rij? Hint: “Look” and “Say”.

David Hokken (Unversiteit Utrecht) en Berend Ringeling (Université de Montréal)




Look and Say-rij

De rij begint zo:

1

11

21
1211
111221
312211

Wat is de volgende in de rij? Hint: “Look” and “Say”. 13112221.

David Hokken (Unversiteit Utrecht) en Berend Ringeling (Université de Montréal)




Look and Say-rij

Onderzoeker: wiskundige John Conway (1937-2020)
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Look and Say-rij

Onderzoeker: wiskundige John Conway (1937-2020)

“It seemed to me the stupidest problem you could conceivably
imagine that led to the most complicated answer you could
conceivably imagine.”
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Look and Say-rij

Onderzoeker: wiskundige John Conway (1937-2020)

“It seemed to me the stupidest problem you could conceivably
imagine that led to the most complicated answer you could
conceivably imagine.”

We zoeken het op: OEIS A005150.

David Hokken (Unversiteit Utrecht) en Berend Ringeling (Université de Montréal)




Look and Say-rij

In de comments bij dit rijtje staan ook leuke vragen voor in de
klas, zoals: waarom eindigt ieder rijtje met een 17
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Look and Say-rij

In de comments bij dit rijtje staan ook leuke vragen voor in de
klas, zoals: waarom eindigt ieder rijtje met een 17

Als we even verder klikken vinden we het rijtje OEIS A005341. Dit

gaat over het aantal cijfers van het n-de ‘Look and say’-getal.

David Hokken (Unversiteit Utrecht) en Berend Ringeling (Université de Montréal)




Look and Say-rij

Dus

Rijtie | L(n)
1 1
11 2

21 2

4
6

1211
111221
312211 | 6

Hierbij is L(n) de lengte van de n-de term van het rijtje.

Bijvoorbeeld:

L(4)=4, L(5)=6.

David Hokken (Unversiteit Utrecht) en Berend Ringeling (Université de Montréal)




Look and Say-rij

Wat blijkt nu:
. L(n+1)
lim ———=
n—oo  L(n)
waar A = 1.3035772690342963912 ... Conway's constante is. Zie
OEIS A014715.

= A,
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Look and Say-rij

Wat blijkt nu:
. L(n+1)
lim ———=
n—oo  L(n)
waar A = 1.3035772690342963912 ... Conway's constante is. Zie
OEIS A014715. Dit blijkt een algebraisch getal te zijn (een nulpunt
van een polynoom met gehele coéfficiénten), en de graad van dit
polynoom is 71 (!).

= A,

David Hokken (Unversiteit Utrecht) en Berend Ringeling (Université de Montréal)




Look and Say-rij

1299 98 g7 900
125 p2a58 BgdT 3450
+1z%  49z% 3217 —7gt0
—12289 7238 _7pdT 7y
—10z%% 3228 12277  40p%
+3z —4x'® 10217 720
+5z° +1z" -7z

+2255
— 255
—8z1°
+1z%
—3E25
+12z10
+7z°

4120
—10z%
— 8zt
—3z*
+14z%
+7zlt
—4zt

—1z5%
— 353
+102
+102%3
— 8z
+2z1%
+122°

David Hokken (Unversiteit Utrecht) en Berend Ringeling (Université de Montréal)




Scheikunde in OEIS

We gaan alcoholen tellen. (nou ja: de simpele zonder ringen of
dubbele bindingen).
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Scheikunde in OEIS

We gaan alcoholen tellen. (nou ja: de simpele zonder ringen of
dubbele bindingen). Hun molecuulformule is

ChH2n110H

waar C staat voor koolstof, H voor waterstof en O voor zuurstof.
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Scheikunde in OEIS

We gaan alcoholen tellen. (nou ja: de simpele zonder ringen of
dubbele bindingen). Hun molecuulformule is

ChH2n110H

waar C staat voor koolstof, H voor waterstof en O voor zuurstof.
We willen weten hoeveel (in 2D) verschillende structuurformules er
bestaan voor dit molecuul.
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Scheikunde in OEIS

We gaan alcoholen tellen. (nou ja: de simpele zonder ringen of
dubbele bindingen). Hun molecuulformule is

ChH2n110H

waar C staat voor koolstof, H voor waterstof en O voor zuurstof.
We willen weten hoeveel (in 2D) verschillende structuurformules er
bestaan voor dit molecuul. Bijvoorbeeld voor n =1 en 2:

i L h
H—?—OH H—Cll—CIJ—OH
H H H

Methanol en ethanol.

David Hokken (Unversiteit Utrecht) en Berend Ringeling (Université de Montréal)




Scheikunde in OEIS

Maar voor n = 3 zijn er twee écht verschillende opties (isomeren):

1-propanol en 2-propanol.

David Hokken (Unversiteit Utrecht) en Berend Ringeling (Université de Montréal)




Scheikunde in OEIS

Laat a(n) = aantal isomeren van C,Hzp+10OH.
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Scheikunde in OEIS

Laat a(n) = aantal isomeren van Cp,H>,+1OH. We vinden dus:
a(l)=a(2) =1en a(3) =2.

David Hokken (Unversiteit Utrecht) en Berend Ringeling (Université de Montréal)




Scheikunde in OEIS

Laat a(n) = aantal isomeren van Cp,H>,+1OH. We vinden dus:
a(l) = a(2) =1 en a(3) = 2. Bijvoorbeeld a(4) = 4 want:

ealan

de knikjes en eindpunten zijn koolstofatomen.
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Scheikunde in OEIS

Laat a(n) = aantal isomeren van Cp,H>,+1OH. We vinden dus:
a(l) = a(2) =1 en a(3) = 2. Bijvoorbeeld a(4) = 4 want:

ealan

de knikjes en eindpunten zijn koolstofatomen. Even doortellen
geeft: (startend bij n = 1):

1,1,2,4,8,17,39,89, ...

leuke oefening voor de scheikundedocent!

David Hokken (Unversiteit Utrecht) en Berend Ringeling (Université de Montréal)




Scheikunde in OEIS

We komen uit bij OEIS A000598. Deze rij is onderzocht door de
wiskundigen A. Cayley (1874, met een fout...) en later door G.
Polya (1936).

David Hokken (Unversiteit Utrecht) en Berend Ringeling (Université de Montréal)




Scheikunde in OEIS

We komen uit bij OEIS A000598. Deze rij is onderzocht door de
wiskundigen A. Cayley (1874, met een fout...) en later door G.
Polya (1936). We leren van OEIS het groeigedrag. Blijkbaar groeit

@

a(n) ~ mdn

als n naar oneindig gaat, dus (ongeveer) exponentieel hard!
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Scheikunde in OEIS

We komen uit bij OEIS A000598. Deze rij is onderzocht door de
wiskundigen A. Cayley (1874, met een fout...) en later door G.
Polya (1936). We leren van OEIS het groeigedrag. Blijkbaar groeit

c n
a(n) ~ md

als n naar oneindig gaat, dus (ongeveer) exponentieel hard! Hier
zijn ¢ en d de mysterieuze 'alcoholconstanten’:

¢ = 0.517875906458893536993162356992854345458168348098 . . .
d = 2.8154600331761507465266167782426995425365065396907 . . . .

En er staat code bij!
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Conclusie

OEIS staat bomvol met interessante rijtjes: van serieuze
wiskunde/scheikunde/... tot grappige puzzeltjes.
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Conclusie

OEIS staat bomvol met interessante rijtjes: van serieuze
wiskunde/scheikunde/... tot grappige puzzeltjes. Je kan het
gebruiken om:

@ Verbanden tussen (wiskundige) structuren te vinden
® Code, formules en literatuur te vinden voor je rijtje

© Nieuwe toepassingen te zien (zoals scheikunde)
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Conclusie

OEIS staat bomvol met interessante rijtjes: van serieuze
wiskunde/scheikunde/... tot grappige puzzeltjes. Je kan het
gebruiken om:

@ Verbanden tussen (wiskundige) structuren te vinden

® Code, formules en literatuur te vinden voor je rijtje

© Nieuwe toepassingen te zien (zoals scheikunde)

Als jullie nog een leuk rijtje willen onderzoeken, laat het ons weten!
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bronnen

® https://oeis.org/ (OEIS)

® https://oeis.org/hints.html (Hints om goed te zoeken)
® https://oeis.org/ol.html (Superseeker)

® https://www.youtube.com/numberphile (Numberphile)

® https://www.youtube.com/@3bluelbrown (3bluelbrown)
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https://oeis.org/
https://oeis.org/hints.html
https://oeis.org/ol.html
https://www.youtube.com/numberphile
https://www.youtube.com/@3blue1brown

Veel speelplezier met de OEIS!
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https://sites.google.com/view/berendringeling/nwd

Veel speelplezier met de OEIS!

De slides en code komen op de website:
https://sites.google.com/view/berendringeling/nwd

David Hokken (Unversiteit Utrecht) en Berend Ringeling (Université de Montréal)



https://sites.google.com/view/berendringeling/nwd

