

GOUWE OUWE EN NIEUWE


Nationale Wiskunde Dagen 
8 en 9 april 2022


[image: ]




Hans van Lint, Jeanne Breeman
vanlint-breeman@hetnet.nl

1	VERDELEN
Materiaal:  cirkel van papier, één meter touw,  schaar
Als er geen cirkel voorhanden is moet je die uitknippen op de laatste blz van deze syllabus.

a	Ieder van jullie heeft een cirkel van papier en die wil je voor drie personen, A, B en C, eerlijk verdelen. Helaas, geen geodriehoek en geen liniaal bij de hand. Je kunt alleen maar vouwen en knippen en dat is nu de bedoeling.
	Verdeel de cirkel  in vier gelijke delen en knip ze los. Ieder van jouw drie personen krijgt nu een vierde deel, zet er bijv. A, B en C op.
	Het overblijvende vierde deel moet weer in vieren verdeeld worden. En weer krijgt ieder één van de delen. Welk deel van de oorspronkelijke cirkel  is dit?
	Het overblijvende deel moet weer in vieren verdeeld worden. Geef A, B en C ieder weer een deel. Welk deel van de oorspronkelijke cirkel  is dit? Hoeveel heeft A nu bij elkaar?
	Ga zo door. Als het vouwen te lastig wordt kun je nog schetsen.
	Welke wiskundige rij heb je gevonden? Verklaar wat de som van de termen is (als je eindeloos door zou kunnen gaan) uit de papiertjes die A, B en C gekregen hebben én uit een wiskundige formule.

b	Neem nu het touw en knip dat in twee gelijke delen. Knip één van die delen in vieren. En knip van het andere deel ook één zo’n klein stukje (dus met dezelfde grootte) af.
	Je hebt nu vijf gelijke kleine stukjes touw, die je in gedachten aan vijf personen geeft, en één groter stuk.
	Verknip dat grotere stuk  op dezelfde manier, zodat je dus vijf gelijke kleine stukjes krijgt en één groter stuk.
	Als je zo door gaat, welke rij vind je dan en wat is de som van de termen? (op 2 manieren)

c	Wat heeft de onderstaande tekening met het voorgaande te maken?
[image: ]
d	Uit het leukste tijdschrift van Nederland:  Pythagoras, februari 2022:
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Hoe leg je aan leerlingen (welke klas?) uit dat dit klopt?




2	KUBUS EN DOORSNEDE 
8

Materiaal: ruitjespapier, schaar



Gegeven is de linkerkubus hieronder, die doorsneden is door een vlak. Je ziet direct in dat, als je de juiste uitslag maakt, de doorsnede daarop een rechte lijn is.

a	Van de rechterkubus hiernaast kun je ook een uitslag maken waarop de snijlijnen van de getekende doorsnede met de zijvlakken een rechte lijn vormen. Teken die uitslag en knip hem uit. (Neem voor ieder zijvlak 4 cm bij 4 cm).
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b	Hier is een stukje van een uitslag gegeven van een kubus die door een vlak gesneden wordt en waarvan de snijlijnen in de uitslag een doorlopende rechte lijn vormen. Teken zowel de gehele uitslag met doorsnede als ook de kubus met het vlak en zet bij alle hoekpunten de bijbehorende letters.


c	Als je een kubus snijdt met een vlak, waarbij het vlak meer dan alleen één enkel hoekpunt snijdt,  hoeveel vlakken snij je dan maximaal en hoeveel minimaal?
	Maak een schets van de situatie die nog niet is behandeld.

d	Kun je nog meer situaties bedenken waarin de doorsnee kubus/vlak op de uitslag een rechte is?



3	PETTEN

Dit probleem komt uit de wiskundekalender  “Probleem van de week” uitgegeven door Die  Keure.
De illustratie is van Erwin Van Pottelberge
http://educatief.diekeure.be/vbtl/?ID=2181

In een mand liggen drie zwarte petten en  drie witte petten. De familie Vanpettemans (Adriaan, Beatrijs, Cornelia en Dorus) nemen geblinddoekt elk één pet en zetten die op hun hoofd.


Als ze de blinddoek afdoen, staan ze in deze positie: 

Papa (A) ziet de petten van mama(B) en zijn kinderen (C en D).
Mama(B) ziet de petten van haar kinderen (C en D).
De dochter(C) ziet de pet van haar broertje(D).
De zoon(D) ziet geen enkele pet.
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Nu wordt de vraag gesteld wie van de familieleden met zekerheid kan zeggen welke kleur zijn/haar pet heeft.
Pas na een lange stilte is er één iemand die zegt: “Ik weet welke kleur mijn pet heeft”


Gevraagd:  Wie spreekt er?  En … welke kleur heeft zijn/haar pet?



4	VIERKANT EN VOLUME
Materiaal: ruitjespapier en schaar


Begin met een vierkant stuk papier van 20 cm bij 20 cm.
Knip middenin de vier zijdes overal een even groot stukje x in, loodrecht op de zijde. Knip de kleine driehoekjes weg. Vouw nu de grote driehoeken om zó dat je een regelmatige 4-zijdige piramide krijgt.
Bereken hiervan het volume. Voor welke x is dit volume maximaal?
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5	GETALLENRIJ

Het idee komt uit het tijdschrift ‘Volgens Bartjens’
Op hun site kun je heel veel rekenpuzzels (met antwoorden) vinden. 

a	Gegeven is de rij:  1217, 800, 417, 383,…  De derde term is berekend uit de vorige twee:     1217 - 800 = 417 en op die manier worden alle volgende termen berekend. Maak de rij verder af. De rij gaat door zolang de termen positief zijn.
b	Maak nu zelf een rij met dezelfde eigenschappen en laat daarbij de rij beginnen met 2022. Je moet een beetje puzzelen om minstens vijf termen te hebben.

c	Begin je rij met 2022, a, …  Maak nog minstens 9 termen en bereken het getal a waarvoor de rij zo lang mogelijk wordt.  (NB schrijf de getallen op als 1 x 2022 en 3 x 2022 etc).
	Wat vind je en hoe lang word je rij nu?

d	Deel 2022 door de a die je gevonden hebt. Is dat een bekend getal?

e	Ben je in c) een andere bekende rij tegen gekomen? Als je jouw gevonden rij van achter naar voor bekijkt is dat wel verklaarbaar!



6	RIJ CIRKELS
Materiaal: 3 kleurpotloden, cirkels achterin bij materialen

Je hebt rode, blauwe en grijs gekleurde cirkels. Die vormen een rijtje en je bekijkt steeds twee cirkels naast elkaar. Je wil nooit twee keer hetzelfde paar in dezelfde volgorde hebben. 

Dus zo’n rijtje kan bijvoorbeeld het volgende zijn:
[image: ]
 
want dit bevat achtereenvolgens de paren:[image: ]

dus niet twee keer hetzelfde paar in dezelfde volgorde. 

a	Neem eerst 2 kleurpotloden en maak een rij die zo lang mogelijk is.

b	Maak een zo lang mogelijk rijtje met 3 verschillende kleuren. Hoeveel cirkels kun je naast elkaar kleuren?

c	Kan in deze rij met maximale lengte de kleur van de cirkel waarmee je begint en de kleur van de cirkel waarmee je eindigt dezelfde zijn? Kun je beredeneren dat dit niet anders kan?

d	Bereken hoe lang je rij maximaal wordt als je vier verschillende kleuren hebt.



7	CONSTRUCTIES MET PASSER EN LINIAAL 
Materiaal: 2 latjes, 2 knijpers, passer, liniaal, schaar
Hint bij c)

Door de oude Grieken werden al meetkundige figuren geconstrueerd. Daarbij werd gebruikt gemaakt van passer en een rechte lat. Wij maken onze constructies met passer en  liniaal, zonder de cm-verdeling van de liniaal te gebruiken. Dus hoogtelijnen, bissectrices , evenwijdige lijnen, middens van lijnstukken en overbrengen van een gegeven hoek naar elders moet op die manier gebeuren!

a	Maak eerst de volgende voorbereidende opdrachten:
	-	construeer de hoogtelijn uit een hoekpunt van een driehoek
	-	breng een gegeven hoek over naar elders
	-	construeer  de bissectrice van een hoek

Bij een probleem  gaan we eerst met het materiaal knutselen om op en idee te komen hoe de constructie moet worden uitgevoerd. Soms is het maken van een schets voldoende.
b	Van  ∆ ABC zijn gegeven  ∠ B, de lengte van de hoogtelijn uit C (deze noemen we h c) en de lengte van de zwaartelijn uit C ( zc).

[image: ]Maak een schets van de driehoek en bepaal een plan.
	Construeer ∠B  op je papier (zet B een beetje aan de zijkant van je papier). Maak de driehoek af. Gebruik dus de gegeven lengtes  en de eigenschappen van de hoogtelijn en de zwaartelijn.

c	Van een andere te construeren driehoek ABC is gegeven de lengte van AB, de tophoek C  en de hoogtelijn uit C.
Neem AB over op een vel papier (ergens midden op het papier).
Neem nu twee latjes en maak er een hoek van ongeveer zo groot als ∠C door ze met 2 wasknijpers  vast te zetten. Je kunt ook uit een stuk papier hoek C uitknippen en dan het papier met het gat gebruiken.
Door de latjes (of het papier) zo te leggen dat het ene been van de hoek door A gaat en het andere door B, zie je waar C zou kunnen liggen. Zet bij ieder mogelijkheid een punt.
 De plaatsen waar die C kan liggen moet je op een idee brengen hoe verder te gaan. Als je daar uit bent (anders kijken op de aanwezige hint bij deze opgave) ga je op de ouderwetse manier een hoek tekenen en de twee gegeven lijnstukken gebruiken om vervolgens slechts met passer en liniaal de driehoek te construeren.
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8	LUCIFERS EN VIERKANTEN  
Materiaal: doosje lucifers

Onderstaande opdrachten zijn tamelijk simpel. Probeer ze eerst op te lossen door op papier lijntjes te tekenen. Als je een oplossing niet vindt, probeer het dan met de lucifers.
Waarschijnlijk ervaar je dat het met lucifers veel makkelijker is dan op papier. Leren we daarvan iets voor ons onderwijs?


[image: IMG_1896-001.JPG]


Maak het patroon hiernaast na van lucifers
Controleer dat het in totaal 14 vierkanten zijn.

Bij iedere opdracht moeten de lucifers die over blijven deel zijn van een zijde van een vierkant. 



a	Neem 8 lucifers weg, zó dat er 2 vierkanten overblijven.
b	Ga uit van het beginpatroon. Maak nu patronen met alleen maar 5 kleine vierkanten door respectievelijk  4, 6 , 8 en 9 lucifers weg te halen.
c	Neem uit het beginpatroon 8 lucifers weg, zo dat er 3 vierkanten over blijven.



9	WARM EN KOUD
Materiaal: borden achterin bij de materialen

Deze opdracht moet je bij voorkeur met 2 personen samen doen.

Lajos Posa, een Hongaarse wiskundige, heeft in zijn land wiskundeclubs en wiskundekampen opgezet. Uit de workshop, die een groep Nederlandse wiskundedocenten bij hem meemaakten, komen de volgende opdrachten:

Gegeven is een rechthoekig bord van 6 bij 7 vierkanten (zie materiaal achterin).
Eén van jullie neemt een vierkantje in gedachten en de ander moet proberen in zo min mogelijk pogingen dit veld te ontdekken.
Als door de ander een vierkant wordt aangewezen antwoordt de eerste  met
· heet, als het klopt
· warm, als het aangewezen vierkant een zijde gemeen heeft  met het juiste vierkant
· lauw, als het aangewezen vierkant een hoekpunt gemeen heeft met het juiste vierkant
· koud, als het aangewezen vierkant niets gemeen heeft met het juiste vierkant.

a	Speel het spel een aantal maal en bedenk samen wat een handige strategie is om het antwoord te vinden.

b	Speel het nu op een 3 bij 3 bord. Wat is het maximale aantal vragen dat je nodig hebt om heet als antwoord te krijgen?

c	Idem bij het 3 bij 4 bord en  bij een 3 bij 5 bord en een 3 bij 6 bord.

d	Geef een formule voor het maximaal benodigde aantal  vragen dat je nodig hebt om heet als antwoord te krijgen op een 3 bij n bord.





10	PIRAMIDE   
Materiaal: schaar, vel kladpapier

ABCD is een rechthoek, zo groot als een vel A4, waarbij  AB een lange zijde is. Kies op DC een punt T dat ongeveer 10 cm van één van de uiteinden ligt. Knip driehoek ABT uit.
Het midden van AB heet M, het midden van BT heet K en S is het midden van AT. Teken  ∆ MKS.
a	Bepaal eerst de oppervlakte van  ∆ MKS door te meten. 
	Beredeneer  dat de oppervlakte een achtste deel is van het vel A4. Kun je daarmee de oppervlakte op een andere manier berekenen?
		
Door te vouwen langs de zijdes van  ∆ MKS  kun je nu een piramide maken.

b	Steek een pen o.i.d.  in de piramide en geef grofweg het voetpunt  van de loodlijn uit de top op het grondvlak MKS aan. 

We gaan de plaats van dit voetpunt V onderzoeken. Vouw daarvoor de piramide weer open. Zet een pen als loodlijn in V. Beweeg nu met  ∆ BMK.

c	Wat weet je van de ligging van MK t.o.v. het vlak door je pen en (de bewegende) B ?

d	Wat weet je van de plaats van lijn BV in  ∆ ABT ?

e	Teken  exact de plaats van V.

f	Als we bij het vel A4 waar we mee begonnen AD kleiner zouden maken, is het dan mogelijk dat het punt T zo gekozen wordt dat er geen piramide gemaakt kan worden? Zo ja, waarom?

g	Teken nu een rechthoek ABCD met AB = 12 cm en BC = 8 cm. De opdracht is nu om punt T op CD te construeren, zó dat V op het lijnstuk KS ligt.
	Hiervoor moet je gebruik maken van de rechte van Euler.
	Om het geheugen op te frissen: dat is het verbindingslijnstuk van 3 punten
			het middelpunt N van de omgeschreven cirkel van  ∆ ABT
			het zwaartepunt Z van  ∆ ABT
			het snijpunt V van de hoogtelijnen van  ∆ ABT
	Euler bewees dat ze op een rechte lijn liggen en dat  NZ : ZV = 1 : 2
	(Bij de antwoorden staat ook het bewijs van deze stelling).





11	KRUISGETAL PUZZEL

In deze kruisgetal puzzel moeten de volgende getallen, met twee of meer cijfers, worden ingevuld.
14, 15, 17, 18, 27, 38, 39, 46, 85, 92, 
251, 481, 627, 745, 751, 845,
1329, 2984, 3271, 4598, 4638, 5134, 6519, 8312, 8976, 9526,
29783461, 73518294.
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 (NB Als een klas een keer een rij saaie sommen moet maken waarvan de uitkomsten getallen zijn, kun je ze zo kiezen dat je een kruisgetalpuzzel met de antwoorden kunt laten maken).



12	SANGAKU’S

Een San Gaku is een wiskundig tablet. In de Edo-periode van 1603 tot 1867 werden in Japanse tempels en Shinto-kapellen houten panelen met een geometrische tekening opgehangen, enerzijds als offers aan de goden, anderzijds als uitdagingen aan de leden van de congregatie.

De bedoeling is dat je de tekening bestudeert en jezelf dan vragen stelt. Hoe zit deze tekening in elkaar? Welke dingen zijn gelijk aan elkaar? Wat is gegeven? Wat is er later bijgetekend en hoe? Waarvan denk je dat het bewezen moet worden?
Als je het idee hebt dat je begrijpt hoe de tekening in elkaar steekt, kun je formuleren wat gegeven is en wat er bewezen moet worden.
Vervolgens wordt er natuurlijk gevraagd het bewijs te leveren.

We hopen dat je er hier twee op zult lossen. Er staat er ook nog één op het voorblad.

[image: Scan0028]
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Zie eventueel een hint bij deze tweede sangaku.
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MATERIAAL
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De overige borden kun je zelf tekenen op ruitjespapier
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