ANTWOORDEN WORKSHOP GOUWE OUWE EN NIEUWE   
Nationale Wiskunde Dagen   8 en april 2022

1	VERDELEN
a	1/16	1/64	¼ + 1/16 + 1/64 + …	meetkundige rij met a = ¼ en r = ¼
	s =  =  =  , maar uiteindelijk is de hele cirkel uitgedeeld, dus A, B en C hebben ieder een derde deel gekregen.
b	1/8, 3/64, 9/512 , … dus meetkundige rij met a = 1/8 en r = 3/8
	s =  =  =  en als het touw helemaal op is hebben de mensen ieder 1/5  deel.
c	Als we kijken naar de donkere delen:
	opp ∆DEF = ¼  opp ∆ABC  en  opp ∆GHJ = ¼  . ¼  opp ∆ABC  etc
	Dus we vinden de meetkundige rij ¼,  1/16,  1/64  etc  maal  opp ∆ABC
	Daarvoor geldt  s =  =  =  
	dus de donkere delen vormen samen 1/3 . opp ∆ABC	

	Maar ook als je horizontaal kijkt, bijv in het stuk ABFD, dan is ∆DEF daarvan 1/3 deel
	Dat geldt voor ieder horizontaal stuk.
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2	KUBUS EN DOORSNEDE
	Er zijn andere oplossingen mogelijk.
[image: ]
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c	Minimaal 3 en maximaal 6
	
	Een oplossing met 5 vlakken
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d	Wij hebben er geen gevonden. We houden ons aanbevolen voor oplossingen!



3	PETTEN
Als A drie dezelfde petten voor zich ziet, weet hij de kleur van zijn eigen pet. Dat is blijkbaar niet het geval.
Dus B, C en D hebben niet dezelfde kleur.
Als B twee dezelfde petten voor zich ziet weet ze haar eigen kleur. Dat is blijkbaar ook niet zo.
Dus C en D hebben verschillende kleur.
Dwz  C antwoordt en noemt de kleur die anders is dan de kleur van de pet van D (wij weten niet welke kleur).

We gaan er bij dit antwoord wel van uit dat de familieleden een zekere intelligentie hebben. Zo niet dan kan het ook zijn dat pa na lange tijd bijv. zegt  “wit” omdat de anderen alledrie een zwarte pet op hebben.



4	VIERKANT EN VOLUME
[image: ]
Opp grondvlak = 2 ( 10 – x)2
Voor de hoogte h van de piramide geldt  h2 = (100 + x2) – ( 10 – x)2 = 20 x, dus h = √20x
Volume V  =  G h =   . 2 (10-x)2 . √20x
 = 0 geeft x = 10 of x = 2
Dus maximale inhoud voor  x = 2 en V(2) is ongeveer 269,8


5	GETALLENRIJ
a	1217	800	417	383	34	349
c	2022	a	2022 – a	2 a – 2022	2.2022 – 3a	5a – 3.2022 	5.2022 – 8a
	13a – 8.2022	13.2022 – 21a	34a – 21.2022	34.2022 – 55a
	34a > 21.2022  geeft  a > 1248,88..
	55a < 34.2022  geeft  a < 1249,96..	dus a = 1249
	De rij wordt dan   2022    1249    773    476    297    179    118    61    57    4    53,
	dat zijn 11 termen
d	2022 / 1249 ≈ 1,618  en dat is Φ, het getal van de gulden snede
e	Zoals de termen opgeschreven zijn in antwoord c) zie je tweemaal de rij van Fibonacci.
(NB Wat in de klas goed werkt is het volgende: geef iedere leerling de opdracht twee getallen (niet beide 0) op te schrijven. Het 3e getal is de som van de eerste twee. Het 4e getal is de som van het 2e en het 3e getal etc. Als ze minstens 12 getallen hebben, laat dan het laatste door het voorlaatste delen. Het antwoord is dan bij iedereen 1,618... En dat moet dan natuurlijk bewezen worden.)


6	RIJ CIRKELS
a	Mogelijke paren:   RR	RG	GR	GG.  
	Voorbeeld rijtje: GRRGG
b	GG	RG	BG			Met 3 kleuren zijn er 9 mogelijke paren.
	GR	RR	BR			Daarmee kun je een rijtje van 10 cirkels maken.
	GB	RB	BB			Dat blijkt ook mogelijk te zijn.
c	Als ergens in het rijtje bijv  …. R G B …. staat dan komt de G in 2 paren hierboven voor, namelijk  in RG en in GB
	Als ergens in het rijtje staat  … R G G B … dan komt de linker G voor in RG en in GG als eerste,
	En de rechter G staat in GG als tweede en staat in GB. Dus ook deze G’s komen ieder twee keer voor bij de paren in antwoord b)
	In de paren bij b) staat de letter G 6 keer.
	Dus óf G staat 3 keer ergens in het “midden”, óf G staat 2 keer ergens in het “midden” en ook nog aan het begin en het eind.
d	Met 4 kleuren kun je   4 x 4 = 16 paren maken. Het rijtje is dan maximaal 17 cirkels lang. Zo’n rij blijkt mogelijk.


7	CONSTRUCTIES MET PASSER EN LINIAAL

	a
[image: ]
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b	Neem ∠B over en zet op een willekeurige plaats op het been BA een loodlijn. Pas daarop hc af en construeer dan een loodlijn op de gevonden hoogte. Waar deze loodlijn het been BC snijdt ligt C.
Vanuit C kun je zc omcirkelen. Je vindt twee snijpunten M 1 en M 2 op BA. Verdubbel BM 1 resp BM 2 met de passer om A te vinden. 
	[image: C:\Users\a\Pictures\Afbeelding (29) - kopie.jpg]

c	Door het proberen vinden we dat C op een cirkel ligt. Dit is de omgeschreven cirkel van  ∆ ABC.
	∠C staat op bg AB. Als we in A een raaklijn aan de omgeschreven cirkel trekken, is er eenzelfde verband tussen de hoek bij A, die tussen AB en deze raaklijn ligt, met bg AB.  Deze hoek is dus even groot als ∠C.
[image: ]


Constructie:
Trek AB. Construeer een hoek ter grootte van hoek C in A met  AB. Construeer  in A een loodlijn op die raaklijn. Deze loodlijn gaat door het middelpunt van de cirkel.
Construeer de middelloodlijn van AB. Deze gaat ook door het middelpunt van de cirkel.
Trek de cirkel.
Pas op de middellooddlijn van AB de hoogte hc af. Construeer daar een loodlijn op hc . Deze snijdt de cirkel in twee punten en we hebben dus twee mogelijkheden voor punt C.

[image: C:\Users\a\Pictures\Afbeelding (29).jpg]



8	LUCIFERS EN VIERKANTEN
	Er zijn meer oplossingen mogelijk.
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9	WARM EN KOUD
a	Op het 6 bij 7 bord:
Strategie: verdeel het bord in 4 blokken van 3 x 3 en een kolom van 1 x 6 (dat is a7 tm f7)

Vraag eerst b2. 
Als het antwoord niet koud is doorvragen op het 3 bij 3 stuk linksboven.
Als het antwoord wel koud was, dan e2. Als het antwoord niet koud is doorvragen op het 3 bij 3 stuk linksonder.
Idem doorgaan met b5 en e5
Als je in de laatste kolom moet zoeken vraag dan eerst b7 en vervolgens óf a7 óf d7
Als je in een 3 bij 3 vierkant moet zoeken, bijv linksboven, vraag dan na b2 naar a2 en bij koud daarna c1.

Als je in de laatste kolom moest zoeken wist je in het slechtste geval na 4 + 2 vragen het juiste hokje.
Als je in het vierde vierkant moest zoeken wist je na  4 + 2 antwoorden het juiste hokje.

(Natuurlijk zijn er andere soortgelijke oplossingen).
Dus uiterlijk bij de 7e vraag krijg je het antwoord heet.

b	Op het 3 bij 3 bord:
	Vraag a2 en vervolgens 
		na koud c1
		na lauw b1
		na warm a1
	De derde vraag, of eerder, moet heet opleveren

c	3 bij 4: begin met b2 . Max 4 vragen
	3 bij 5: begin met b2. Bij koud doorgaan met a4. Max 4 vragen
	3 bij 6: b2 en bij b2=koud naar a5. Max 4 vragen
	3 bij 7: als b2=koud en b5=koud naar a7, dwz max 4 vragen.
			als b2 = koud en b5 ≠koud daarna nog 3 vragen, dwz max 5 vragen
	3 bij n:  

	
	3 x 3
	3 x 4
	3 x 5
	3 x 6
	3 x 7
	3 x 8
	3 x 9
	3 x 10
	etc

	max
	3
	4
	4
	4
	5
	5
	5
	6
	



	max aantal vragen = int ( ) + 3


10	PIRAMIDE    
a	Je kunt dit exact uitrekenen want A0, A1, …,A4, .. zijn papierformaten waarbij A0 de grootste is met een opp van 1 m2. Door A0 middendoor te vouwen krijg je A1 (half zo grote opp en verhouding tussen lengte en breedte gelijk), etc. 
	opp A0 = 10000 cm2	opp A1 = 5000 cm2	opp A2 = 2500 cm2	
	opp A3 = 1250 cm2	opp A4 = 625 cm2	opp A5 = 312,5 cm2 = opp ∆ ABT	
	opp A6 = 156,25 cm2	opp A7 = 78,125 cm2 = opp ∆ MKS
c	MK loodrecht op vlak door loodlijn en door B en dus ook AT loodrecht op dat vlak.
d	BV is hoogtelijn in  ∆ ABT. V is het snijpunt van de hoogtelijnen in  ∆ ABT
f	Als  ∆ ABT rechthoekig is vallen de driehoeken plat naast elkaar op  ∆ SMK.
	Als   ∆ ABT een stompe hoek heeft  is er geen piramide mogelijk. Het snijpunt van de hoogtelijnen ligt dan buiten de driehoek.
	Laat bijv ∠T stomp zijn. Zet in gedachten een vlak door AT en loodrecht op je papier. 
	Als  ∆ ASM nu gaat bewegen rond  SM, dan komt A “buiten” de ruimte boven ∆ ABT. T komt bij omvouwen boven ∆ ABT, dus A en T kunnen nooit bij elkaar komen.
g	Bewijs stelling bij rechte van Euler.
	Zie tekening.
NK, NS en NM zijn de middelloodlijnen van de zijden van  ∆ ABT. Dus N is het middelpunt van de omgeschreven cirkel van  ∆ ABT.
AK en TM zijn zwaartelijnen van  ∆ ABT dus Z is het zwaartepunt van  ∆ ABT en er geldt dus:
TZ : ZM = 2 : 1 en AZ : ZK = 2 : 1
We doen nu even of we nog niet weten of H het hoogtepunt is van  ∆ ABT.
NZ snijdt de hoogtelijn uit T in H.
Nu gaan we bewijzen dat:  a) H ligt op hoogtelijn uit A en  b) NZ : ZH = 1: 2
∆ NMZ ∽∆ HTZ  omdat 
NM ∕∕ TH dus hoek bij T is hoek bij M en verder zijn de hoeken bij Z gelijk.
Hieruit volgt dat NZ : ZH = MZ : TZ = 1 : 2
Ook geldt:  ∆ NKZ ∽  ∆ HAZ omdat
ZK : ZA = ZN : ZH = 1 : 2 en de hoeken bij Z zijn gelijk.
Hieruit volgt dat ∠ HAZ = ∠ NKZ  dus NK ∕∕ HA dus HA staat loodrecht op TB.
Daarmee is de stelling bewezen.

Oplossing van de vraag over de constructie van het punt T op zijde DC van rechthoek ABCD:
Als V (hoogtepunt van ∆ABT) op SK ligt dan is  2 TV( dit is lijnstuk van T naar het hoogtepunt) = AD. Ui t de rechte van Euler volgt dan dat N (middelpunt omgeschreven cirkel van ∆ABT) ligt op ¼ van AD “boven”AB. NM is de middelloodlijn van AB en N is nu te construeren. Cirkel NA om uit N. De snijpunten met DC geven de mogelijke plaatsen voor T aan.

Als je T zo wilt kiezen dat het hoogtepunt van  ∆ ABT op lijnstuk SK ligt dan weten we uit het vorige dat  ∆ NMZ ∽∆ HTZ met verhouding van grootte 1:2, dus NM = ½ TH. Aangezien TH = ½ hoogte van de driehoek = ½ AD is dus NM = ¼ AD. 
AB en AD zijn hier vaste lengtes dus is N te construeren en de straal van de omgeschreven cirkel van  ∆ ABT is dan NA. Deze moet je omcirkelen en snijden met DC. Je vindt twee mogelijkheden voor punt T. We kiezen hier T zo dicht mogelijk bij D.
Uitgaande van AB = 12 en AD = 8 weten we dat NA = √36 + 4 =√40 en dus ook NT = √40.
De afstand van N tot de hoogtelijn uit T is  √(NT² - 36) = 2dus DT = 4.
De andere mogelijkheid geeft CT = 4, dus DT = 8
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11	KRUISGETAL PUZZEL
[image: C:\Users\a\Pictures\2019-11\20191124_161233 (3).jpg]

NB  Voor leerlingen kun je een (kleinere) kruisgetalpuzzel maken met getallen die antwoord zijn van opgaves die op dat moment leerstof zijn.




12	SANGAKU’S

In de eerste sangaku lijkt gegeven te zijn dat de paarse cirkels gelijke straal hebben en dat de straal van de roze cirkel tweemaal zo groot is.
Te bewijzen is dat de som van de oppervlaktes van de paarse stukken samen even groot zijn als het roze oppervlak.
Bewijs: 
(straal roze cirkel) = 2 x (straal paarse cirkel)
Dus (opp roze cirkel) = 4 x (opp paarse cirkel)
Dus (opp roze cirkel) – (witte gedeeltes) = (opp 4 paarse cirkels) – (witte gedeeltes)


[image: ]
Gegeven is een gelijkzijdige driehoek met omgeschreven cirkel.
Je moet blijkbaar bewijzen dat AD = CD + DB
∠ACB  staat op  bg AB  en  ∠ABC  staat op  bg AC . Dus  ∠ BDC = 120⁰
Teken de gelijkzijdige driehoek BDE. Dan ligt DE dus in het verlengde van CD
∠ ABD = 60⁰ + ∠ CBD
∠ CBE = 60⁰ + ∠ CBD	dus ∠ ABD = ∠ CBE
			AB = CB				
			DB = BE			}   ∆ABD ≅ ∆CBE (zhz),  dus AD =CE, dwz  AD= CD + DB	

Gegeven is een rechthoekige driehoek met omgeschreven cirkel  en halve cirkels met als middellijn de rechthoekszijden.
Hier is te bewijzen dat de rode oppervlaktes samen even groot zijn als het blauwe stuk.
Bewijs:
 a2 + b 2 = 4 r2
linker rode cirkel heeft straal  ½ a, dus opp rood + opp wit = ½ π (½ a)² =  π a²
rechter rode cirkel heeft straal ½ b, opp rood + opp wit =  π b²
[image: ]
Opp blauw + 2 witte stukken = ½ π r² =  π ( a² + b² )

Gegeven is een parallellogram. Op de zijden zijn vierkanten aangebracht. In ieder vierkant is het snijpunt van de diagonalen getekend. Deze vier punten zijn verbonden door een rode vierhoek.
In de laatste sangaku is blijkbaar te bewijzen dat de rode vierhoek een vierkant is.
AB = EF
DA = DE
∠DAB = 360⁰ -45⁰ - (180⁰ - 𝜑) - 45⁰ = 90⁰ + 𝜑	}   ∆ ABD ≅ ∆ EFD  ⤏  BD = FD
∠DEF = 45⁰ + 𝜑 + 45⁰ = 90⁰ + 𝜑
Ook volgt hieruit dat ∠ EDF = ∠ ADB
en omdat ∠ EDA = 90⁰ geldt  ∠ FDB = 90⁰

Idem voor de andere zijden en hoeken van de vierhoek.

Dus de vierhoek is een vierkant.
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Sangaku op het voorblad:
We gebruiken de formule r =  waarbij O de opp van een driehoek is en s de halve omtrek.
Bewijs van deze stelling:
Noem de zijdes van een driehoek a, b en c. Teken de ingeschreven cirkel met straal r en middelpunt M. Verbind M met de hoekpunten. 
Nu geldt  O =  ar  +  cr=  rs

Omdat voor de ingeschreven cirkel geldt  O =  x 6 x 4 = 12 en s = 16 vinden we r = 1
Dus opp (blauw)  = 2 π
Opp rood  = 4   π -2 π




HINT BIJ 7C
Teken in A de raaklijn aan de cirkel.
Beschouw de hoek tussen deze raaklijn en AB. Op welke boog staat deze hoek?



HINT BIJ 2e SANGAKU
Teken een gelijkzijdige driehoek naar rechts aan het onderste rode lijntje
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