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Denken over denken: Een puzzel
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I Anne heeft een schat verstopt onder één van de groene vlakken.
I Kees en Ria weten dit.
I Anne heeft Ria verteld in welke rij de schat verstopt is.
I Anne heeft aan Kees verteld in welke kolom de schat verstopt is.

Voorbeeld



Puzzel (2)
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I Ria zegt: “Ik weet niet waar de schat is, maar ik weet dat Kees het niet weet.”

I Kees antwoordt: “Dat klopt. Eerst wist ik het niet. Maar nu wel!”
I Waar ligt de schat?

{ Informatie over wat iemand (niet) weet is óók informatie!

Voorbeeld
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Nog een puzzel
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I Stel dat Anne, vóór iemand iets zegt, aankondigt dat de schat niet in 1B ligt.
I Kunnen ze net zo’n dialoog houden als eerst? En waar ligt de schat?

Voorbeeld



Analyse: Wat is effect aankondiging?
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I Ria zegt: “Ik weet niet waar de schat is.”
I Kees antwoordt: “Ik weet het ook niet. . . ”

{ Weten wat de ander weet helpt niet altijd!

Voorbeeld
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Denken over denken: Een wiskundig raamwerk
Carnap, ’47; Kripke, ’63
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I Toestandsruimte Ω: Verzameling mogelijke “situaties”

I Gebeurtenis E: Deelverzameling van Ω

P(Ω): Verzameling van alle gebeurtenissenI Kees weet dat E in ω als Πk (ω) ⊆ E

Kk (E): Toestanden ω ∈ Ω waarin Kees E weet

Raamwerk
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Denken over denken: Een wiskundig raamwerk
Carnap, ’47; Kripke, ’63
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Denken over denken: Een wiskundig raamwerk
Carnap, ’47; Kripke, ’63
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Weten wat een ander weet – ad infinitum
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I Ria weet dat de schat in rij 2 ligt; en dat Kees weet dat de schat in kolom A of D ligt
en dat Ria weet dat de schat in rij 2 of 4 ligt; en dat Kees weet dat. . .

I Kees weet dat de schat in kolom A ligt; en dat Ria weet dat de schat in rij 2 of 4 ligt
en dat Kees weet dat de schat in kolom A of D ligt; en dat Ria weet dat. . .

{ Alle informatie over de schat is algemeen bekend

Raamwerk
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Algemeen bekende gebeurtenissen
Lewis, ’69; Aumann, ’76; Barwise, ’88; Monderer en Samet, ’88

Definitie
De gebeurtenis

K ∗(E) =: K(E) ∩ K(K(E)) ∩ K(K(K(E))) ∩ · · · =

∞⋂
n=1

Kn(E),

is de gebeurtenis dat E algemeen bekend is, waarbij K(F) := Kr (F) ∩ Kk (F) de
gebeurtenis is dat Kees en Ria allebei weten dat F het geval is.

Raamwerk



Algemeen bekende gebeurtenissen zijn dekpunten!

Stelling

De gebeurtenis K ∗(E) is het grootste dekpunt van de functie fE : P(Ω)→ P(Ω) gegeven
door

fE(A) := K(E ∩ A);

dat is, K ∗(E) = K(E ∩ K ∗(E)).

Raamwerk



Algemeen bekende gebeurtenissen zijn dekpunten!

Definitie
Een punt x ∈ X is een dekpunt van g : X → X als
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Vraag

Elke toestandsruimte Ω kan gezien worden als de gebeurtenis K ∗(Ω) dat Ω algemeen
bekend is in een “grotere” toestandsruimte

{ Bestaat er een “universele” toestandsruimte die alle toestandsruimtes omvat?

Dekpunt aller dekpunten?
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Universele toestandsruimte (2)

Joachim Lambek:
Als er zo’n universele ruimte bestaat, dan is er een bijectie Ω→ P(Ω).

I Want: Zo’n ruimte is het grootste dekpunt van een functor.

Georg Cantor:
Zo’n bijectie bestaat niet!

I Stel: Er is een bijectie b : Ω→ P(Ω)

I Beschouw D := {ω ∈ Ω : ω < b(ω)}

I Er is ω zodanig dat b(ω) = D.
I Geldt dat ω ∈ D?
I Als ω < D, dan ω ∈ D!

Dekpunt aller dekpunten?
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Een zelf-referentie paradox
Lawvere, ’69; Brandenburger & Keisler, ’06; Pacuit, ’07; Abramsky & Zvesper, ’10

Roos gelooft dat Bouwe denkt dat
Roos gelooft dat wat Bouwe denkt niet waar is.

Gelooft Roos dat wat Bouwe denkt waar is?

I Als nee: Dan gelooft Roos dat wat Bouwe denkt wel waar is.

Skip

Dekpunt aller dekpunten?
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Email-spel
Halpern, ’86; Rubinstein, ’89

A NA
A -1,-1 -2,0

NA 0,-2 0,0
Sterk

A NA
A 2,2 -2,0

NA 0,-2 0,0
Zwak

I Jij en ik hebben een gezamenlijke vijand.
I Elk van ons kiest of we de vijand aanvallen (A ) of niet aanvallen (NA ).
I De vijand is sterk óf zwak

I Als algemeen is dat de vijand sterk is: Nooit optimaal om aan te vallen
I Als algemeen bekend is dat de vijand zwak is:

Optimaal om wel aan te vallen als de ander ook aanvalt

Bijna-algemeen bekende gebeurtenissen
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Experiment
Halpern, ’86; Rubinstein, ’89

A NA
A -1,-1 -2,0

NA 0,-2 0,0
Sterk

A NA
A 2,2 -2,0

NA 0,-2 0,0
Zwak

I Stel nu dat de kans dat de kans op een sterke vijand 50% is.

I Ik weet of de vijand sterk of zwak is
I Als de vijand zwak is, dan stuurt mijn computer automatisch een bericht aan jou
I Jouw computer stuurt automatisch een bevestiging aan mij
I Mijn computer stuurt automatisch een bevestiging aan jou, enz.
I Elk bericht raakt kwijt met kans ε > 0
I We zien allebei hoeveel berichten onze eigen computer verstuurd heeft.

Bijna-algemeen bekende gebeurtenissen
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I We zien allebei hoeveel berichten onze eigen computer verstuurd heeft.
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%

I Als de vijand zwak is dan stuurt mijn computer een bericht
aan jouw computer
I Onze computers blijven berichten sturen tot er eentje
kwijt raakt.
I Nadat we gezien hebben hoeveel berichten onze eigen
computer verstuurd hebben, kiezen we elk een actie.
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Analyse

A NA
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Sterk
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Ik: 0 1 2 3

Jij: 0 1 2 3
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Paradox?

A NA
A -1,-1 -2,0

NA 0,-2 0,0
Sterk

A NA
A 2,2 -2,0

NA 0,-2 0,0
Zwak

Bijna-algemeen bekend , algemeen bekend:

ε = 0: Meerdere evenwichten

ε > 0: Uniek evenwicht
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In memoriam: Joe Halpern (1953–2026)
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