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Ons doel is om knopen te bestuderen door de ruimte eromheen te laten vertakken. We zullen
zien dat elke knoop een specifiek vertakkingspatroon in zich draagt. Het aantal takken vertelt ons
hoe ingewikkeld de knoop is.

Met vertakken van de ruimte bedoelen we dat we meerdere kopieeen van de ruimte bekijken die
met elkaar verbonden zijn in de knoop. Concreter kun je de knoop zien als een deur waardoor je
steeds een parallel universum binnenstapt. Zulke takken of universa zijn een nuttige manier om
om te gaan met ambiguiteit in wiskundige problemen. Bijvoorbeeld meerwaardigheid van functies,
orientatie en hoeken.

Voordat we met knopen beginnen kijken we eerst naar vertakkingen van het platte vlak in plaats
van de ruimte. De rol van knopen wordt nu gespeeld door vertakkingspunten.

1 Warming up: Vertakkingspunten in het vlak

Opdracht 1 Maak een tweevoudig vertakkingspunt in het vlak door dit blaadje aan het blaadje
hieronder te verbinden als volgt:

1. Zorg dat de twee blaadjes netjes op elkaar liggen en knip vanaf de onderkant in een rechte lijn
door het paginanummer precies totaan het centrum van de cirkel hier beneden. Dat centrum is het
vertakkingspunt.

2. Van de vier nieuw gemaakte randen plak je de rand linksvoor aan de rand rechtsachter.

3. In gedachten plak je ook de rand linksachter aan de rand rechtsvoor.

4. Stel je nu voor hoe het is om in dit papier te wandelen als een “platlander”. Wat gebeurt er als
je een rondje maakt om het vertakkingspunt?
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Opdracht 2 Meerdere (tweevoudige) vertakkingspunten in het vlak.

1. Neem nu twee nieuwe losse velletjes papier, leg ze op elkaar en knip twee keer zodat je twee
(tweevoudige) vertakkingspunten krijgt. Plak ze aan elkaar zodat je ziet hoe de twee parallele
universa (de blaadjes) verbonden zijn.

2. Knip op dezelfde manier drie losse velletjes papier van de zijkant twee keer in. Kun je de geknipte
randen in paren aan elkaar plakken zodat bij elk vertakkingspunt precies twee blaadjes samenkomen?

3. Werkt iets dergelijks ook met meer losse velletjes en nog steeds maar twee (tweevoudige) ver-
takkingspunten?

4. Wat als je drie (tweevoudige) vertakkingspunten hebt (dus drie keer knippen)? Hoeveel mogelijke
vertakkingspatronen kun je dan maken met vier blaadjes?

5. In plaats van tweevoudige vertakkingspunten kun je ook n-voudige vertakkingspunten bekijken
waarbij je een wenteltrap van n blaadjes rond elk punt hebt.
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2 Vertakken langs knopen

In de vorige paragraaf hebben we het vlak zich laten vertakken in meerdere vlakken onder invloed
van speciale punten: de tweevoudige vertakkingspunten. In de buurt van zo’n punt zijn steeds twee
parallelle vlakken verbonden langs een ingeknipte lijn. Nu gaan we precies hetzelfde een dimensie
hoger proberen: In plaats van het vlak kijken we naar de ruimte en het vertakken van de ruimte
gaat niet in een punt maar langs een knoop. De rol van de ingeknipte lijn wordt nu gespeeld door
een vlies dat eindigt in de knoop, die vliezen zijn de “deuren” in de knoop: als je door een vlies heen
loopt spring je naar de volgende tak.

Het is erg moeilijk om de vertakking in de ruimte direct te zien maar we kunnen wel doen alsof
we al midden in de vertakte ruimte zitten. Om in kaart te brengen hoe de verschillende takken
samenhangen lopen we rondjes om de knoop en houden we bij waar we uitkomen. We zullen ons
beperken tot tweevoudige vertakkingen dus we spreken af dat:

Afspraak: Als je twee rondjes om een stukje touw loopt, ben je weer waar je begon.

A BC

Nemen we bijvoorbeeld een knoop die uit twee geschakelde ringen bestaat zoals in het plaatje
dan zie je drie deuren A,B en C. Om preciezer aan te geven hoe we door de deuren en dus om de
knoop zullen lopen, stellen we een startpunt vast en leggen we voor iedere deur een route van start,
door de deur, om de knoop heen weer terug naar start aan. Zie het zijaanzicht hierbeneden.

A BC

route Broute A

route C Start
(Noordwijkerhout)

Nu gaan we op verkenning uit en stappen door deur A. We komen in een parallele wereld uit
die er precies zo uitziet als hier maar iets blauwig is. Lopen we via onze route A terug naar de start
in de blauwe wereld dan komen we niet bij de gewone start maar bij een blauwige start. Gaan we
vanaf de blauwige start opnieuw route A dan komen we weer terug in Noordwijkerhout bij de echte
start. Dat komt door de afspraak. Of anders gezegd: de vertakking rond de knoop is tweevoudig.

We kunnen vanaf onze start ook route B lopen en dan stellen we ons voor dat we in een rode
wereld terugkomen bij een rode start. Weer kom je terug in Noordwijkerhout als je route B vanuit
de rode wereld nog eens loopt. Maar wat als je vanuit de rode wereld route A loopt? Dan kom je
niet thuis en ook niet in de blauwe wereld. Je komt in een nieuw universum dat we groen noemen.
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Het wordt tijd om de gevonden werelden en hun deuren vast te leggen op een kaartje. Op het
kaartje staat beneden de gele start in Noordwijkerhout. Zoals gezegd leiden routes A en B naar de
blauwe en rode wereld waarvan we alleen de startpunten aangeven.

B

B

A

A

AB

Start

Start

Start

Start

(Noordwijkerhout)

Het is handig om de samenstelling van routes A en B aan te geven met AB. Dat betekent dus
dat je eerst route A loopt en dan route B. Net zo geeft BA de route “eerst B en dan A” aan.
Omdat onze knoop relatief eenvoudig is, is deze kaart compleet! Het blijkt dat route AB en route
BA allebei naar dezelfde groene wereld leiden. Die kun je ook direct bereiken door door de deur C
in het midden te stappen.

Om wat systematischer over onze routes na te denken is het handig om de notatie A te gebruiken
voor het pad A van achter naar voren gelopen. Verder zullen we alleen paden/routes beschouwen
die beginnen en eindigen in Start en maken we geen onderscheid tussen paden die maar een heel
klein beetje verschillen, zolang we ze maar niet door de strengen van de knoop halen. Tot slot geven
we de saaie route die bij Start begint en daar blijft aan met 1.

Opdracht 3 Routes. Je mag hiervoor een touwtje gebruiken.

1. Ga na dat AA = 1 geldt voor ieder pad A.

2. Beredeneer ook dat AA = 1 geldt voor paden die aan de rand van het plaatje van de knoop liggen
zoals de A in het voorbeeld hierboven.

3. Beargumenteer dat AB = B̄Ā geldt voor alle paden A,B en dus ook ABC = C̄B̄Ā enz.

4. Laat met je touwtje zien dat als we routes N,W,Z,O hebben die een kruising passeren zoals op
het plaatje hieronder dat dan geldt: N = WZO en ook W = NOZ en Z = ONW en O = ZWN .

5. Ga nu terug naar de twee geschakelde ringen en laat zien dat AB = BA = C zodat de
bovengegeven kaart inderdaad compleet is.

N
OW

Z
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Opdracht 4 Knopen in kaart brengen.

1. Gebruik dezelfde technieken om de vertakkingsstructuur van de onderstaande knopen in kaart te
brengen.

2. Verzin zelf ook plaatjes van knopen en probeer je techieken uit.

3. Waarom hangt het resultaat alleen van de knoop af en niet van het gebruikte plaatje?

6


