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Doelen van deze werkgroep
* Probleemoplossen ervaren

* Probleemoplossen observeren

* Heuristieken leren kennen voor probleemoplossen in de

klas
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Planning

- Zelf een probleem aanpakken

- Theorie over probleemaanpak en wiskundig denken
- Observatie van probleemaanpak

- Observatie-oefening

- Terugblik op oefening

- Tips voor in de praktijk

- Afsluiting
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Instructie probleem oplossen
- Wissel als je het probleem al kent
- Werk samen in groepjes van 3 (of 4)
- 10 minuten

- Snel klaar: probeer een van de andere problemen of beschrijf welke stappen
een leerling zou moeten doorlopen om het probleem op te lossen
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Planning

- Zelf een probleem aanpakken

- Theorie over probleemaanpak en wiskundig denken

- Observatie van probleemaanpak
- Observatie-oefening

- Terugblik op oefening

- Tips voor in de praktijk

- Afsluiting
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GEORGE POLYA TO SOLVE IT

Wiskundig denken als doel

George Polya (1963):
... first and foremost, it should teach
those young people to THINK.

G. POLYA

Thomas Watson (1911):
The trouble with every one of us is that we don't think
enough. We don't get paid for working with our feet — we
get paid for working with our heads.

Bos - Drijvers NWD2019 - Diep in de problemen zitten... 6
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Wiskundig denken -> probleemoplossen

Probleemoplossen

structureren manipuleren

Wiskundig
Denken

Modelleren Abstraheren

redeneren

Bos - Drijvers NWD2019 - Diep in de problemen zitten...


http://www.fisme.science.uu.nl/publicaties/literatuur/Oratie_Paul_Drijvers_facsimile_20150521.pdf
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Wiskundige denkactiviteit volgens cTWO
(2007, 2013)

Kernconcepten in het wiskundeonderwijs van havo en
vwo zijn getal, formule, functie, verandering, ruimte
en toeval. Centrale denkactiviteiten zijn modelleren
en algebraiseren, ordenen en structureren, analytisch
denkeWrmules manipuleren,
abstraheren, 1 eneren en bewijzen. Deze

kernconcepten, denkactiviteiten en de bijbehorende

vaardigheden moeten als lange leerlijnen door
het gehele programma van havo-vwo lopen.

Bos - Drijvers NWD2019 - Diep in de problemen zitten...
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Aspecten van probleemoplossen

Alan H. Schoenfeld in Mathematical problem solving (1985):

- Bronnen: routinematig toegang tot betrouwbare voorkennis
- Zelfregulatie: managen van het process

- Heuristieken: methoden en principes voor aanpak

- Zelfbeeld: geloof dat je het kan

Bos - Drijvers NWD2019 - Diep in de problemen zitten...
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Model voor probleemoplossen: zelfregulatie

Problem

Posing

1

Understanding
the Problem

Looking
4 back

2

N

Managerial
Process

Making
a Plan

//

Carrying Out
the Plan

Bos - Drijvers NWD2019 - Diep in de problemen zitten...

wild-goose chase
noun([C] - Ul-(o.-',walld gus tleis/ US @ waild'gu:s tfe1s/ INFORMAL

a search that is completely unsuccessful and a waste of time because the person
or thing being searched for does not exist or is somewhere else:

After two hours spent wandering in the snow, | realized we were on a wild goose chase.
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-> met heuristieken

- Procesheuristieken

- Specifiek wiskundige heuristieken



N2
§ ¥ % Utrecht University

Algemene procesheuristieken

Heuristieken bij oriéntatie (understanding the problem)

Herformuleer de vraag. Bijvoorbeeld in je eigen woorden, of juist
in formelere wiskundige taal.

Voer notatie in. Vaak is een probleem beter te begrijpen (en op

te lossen) met een goede notatie. Er zijn al een hoop notaties die
“afgesproken” zijn binnen de wiskunde, zoals AABC =2 APQR
voor congruente drichoeken. Maar je kunt natuurlijk ook zelf notatie
verzinnen.

Problem
Posing —> Understanding
the Problem
Heb je hetzelfde probleem al eens gezien maar dan in een an-

dere vorm? Bijvoorbeeld, de volgende problemen zijn allemaal aan /’(/

Making
a Plan

elkaar gelijk: Wat is het n-de drichoeksgetal? Watis 1 +24+... 4+ n7? L%:ETQ

Of, hoeveel lijnen heeft een volledige graaf met n4 1 punten? Als je Figess

herkent dat je een probleem al esns hebt gezien in een andere vorm ‘\\‘

ben je sneller klaar.

Carrying Out
the Plan
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Algemene procesheuristieken

Strategische heuristieken bij het plannen maken (making a plan)

Los eerst een simpeler probleem op. Het kan helpen om eerst een
simpeler probleem te onderzoeken. Gaat het probleem bijvoorbeeld
over grote getallen? Misschien kun je het eerst onderzoeken voor
een kleiner getal. Je kunt een probleem ook eenvoudiger maken door
extra aannames te doen.

Los eerst een deelprobleem op. Als het je lukt om het probleem op
te delen in deelproblemen, dan is dit een fijne manier om voortgang

te maken.

Los het probleem op voor een bijzonder geval. Probeer of je een
speciaal geval wel kunt oplossen. Soms kun je je methoden vervolgens
ook voor het algemene geval gebruiken.

Los een aangepaste versie van het probeem op. Soms kun je
een kleine aanpassing in het probleem maken waardoor je meer leert
over het oorspronkelijke probleem.

Problem
Posing

Understanding
the Problem

Looking
back

/Manageria!\
Process /

Making
a Plan

N

Carrying Out
the Plan
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Algemene procesheuristieken

Algemene aanpakken bij het plannen maken (making plans)

Kun je het probleem tekenen? Bij meetkunde-problemen ligt het
voor de hand dat je het probleem beter kan tekenen, maar ook andere
bij problemen helpt het soms om het probleem te tekenen, bijvoor-
beeld door met een kansboom, een grafiek of een Venn diagram.

Werk alle mogelijkheden geordend uit. Soms leent een probleem
zich ervoor om alle mogelijkheden uit te werken, bijvoorbeeld bij
(discrete) kansproblemen of combinatorische problemen. Maar ook

bij andere soorten problemen kan dit een nuttige strategie zijn.

Probeer een patroon te vinden. Een patroon kun je ontdekken
door alle of een aantal mogelijkheden uit te proberen, en deze op een

. ; Problem
handige manier te ordenen. Posing — Understanding
the Problem
Gok een oplossing en controleer deze. Soms helpt het om gewoon / \
een gokje te wagen en te kijken of dit je dichter bij het antwoord
brengt. Looking Managerial
back Process

Sluit mogelijkheden uwit. Soms kun je al bepaalde mogelijkheden
uitsluiten of bepaalde grenzen aangeven, bijvoorbeeld dat je weet dat
het antwoord tussen de 1 en 100 moet liggen, of dat het een veelvoud ,
. Carrying Out
van 3 is. the Plan
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Algemene procesheuristieken
Heuristieken bij het terugkijken (looking back)

Controleer je oplossing of antwoord. Bijvoorbeeld door schatten,
invullen, computersimulatie. Je kunt van tevoren een schatting van
je antwoord maken. Als je een vergelijking moet oplossen, dan kun
je het antwoord altijd later ter controle invullen.

Probeer meer oplossingen te vinden. 5tel, je hebt de oplossing
voor een probleem gevonden. Dan kun je natuurlijk tevreden achter-

over leunen (terecht). Maar je kunt natuurlijk ook proberen nog een
oplossing te vinden.

Problem

Probeer je oplossing te vereenvoudigen. Omwille van de schoon- Posing /> p i ar i

heid en de communicatie zijn korte bewijzen vaak te verkiezen boven

lange. Als iets al bewezen is, kan het vinden van een korter, mooier, /’(/ \
inzichtelijker bewijs toch nog enorme voldoening geven.

Looking Managerial
back Process

Veralgemeniseer het resultaat. Het is een leuke uitdaging om

bestaande oplossingen van problemen verder uit te breiden. Zoiets \ /
kan een goede instap zijn om het originele probleem te bestuderen. _

Carrying Out

the Plan
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Specifiek wiskundige heuristieken
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- Teken hulplijnen. Laat een loodlijn neer.

- Introduceer een variabele voor de onbekende

- Ontbind a? — b? als (a — b)(a + b)
- Zoek gelijkvormige driehoeken (figuren). Zoek de koordenvierhoek
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Planning

- Zelf een probleem aanpakken
- Theorie over probleemaanpak en wiskundig denken

- QObservatie van probleemaanpak

- Observatie-oefening
- Terugblik op oefening
- Tips voor in de praktijk

- D%]félu‘“y/@gAn introduction 20 August 2018 17
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Uitleg observatieformulier

Observatieformulier Probleemoplossen

Rogier Bos & Paul Drijvers, NWD2019
Probeer tijdens de observatie minstens een van de twee te doen, en idealiter beide:

1. Deor middel van pijlen aangeven hoe de route loopt door de fasen van het model van
Wilson, Fernandez, & Hadaway (1993), dus hoe de volgende vier aspecten
achtereenvolgens aan de orde komen:

1. Het probleem begrijpen
2. Een plan maken

3. Een plan uitvoeren

4. Terugkijken

Probleh 1
Posing —> Understanding
the Problem
\ 2
4 Looking Managerial Making
back Process / a Plan
/

5 Carrying Out
Bos - Drijvers 3 the Plan

2.

Benoem in de tabel hieronder de achtereenvolgende fases en probeer aan te geven

welke heuristieken zijn gebruikt.

Tijdstip?

Fase?

Heuristieken?

18



Instructie video observatie

https://www.youtube.com/watch?v=rnG9Pnw1pHI&feature=vyoutu.be



https://www.youtube.com/watch?v=rnG9Pnw1pHI&feature=youtu.be
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Planning

- Zelf een probleem aanpakken
- Theorie over probleemaanpak en wiskundig denken
- Observatie van probleemaanpak

- QObservatie-oefening

- Terugblik op oefening

- Tips voor in de praktijk

- Afsluiting
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Instructie observatieopdracht

- Vorm groepjes van vier zodat je samen bent met een iemand die aan hetzelfde
probleem heeft gewerkt en twee die aan een ander probleem hebben gewerkt.

- Doe de observatie met een in leerlingrol en een in docentrol en twee in
observatierol

- 20 minuten

- Snel klaar: doe het probleem van het andere tweetal
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Planning

- Zelf een probleem aanpakken

- Theorie over probleemaanpak en wiskundig denken
- Observatie van probleemaanpak

- Observatie-oefening

- Terugblik op oefening

- Tips voor in de praktijk

- Afsluiting
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Terugblik

? Helpt het model en het denken aan heuristieken?

? Kun je de vinger leggen op wat er precies gebeurt?
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Planning

- Zelf een probleem aanpakken

- Theorie over probleemaanpak en wiskundig denken
- Observatie van probleemaanpak

- Observatie-oefening

- Terugblik op oefening

- Tips voor in de praktijk

- Afsluiting
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Hoe doe je dit in de praktijk?

Handvatten voor aanpak in de klas:
Kies “low floor—high ceiling” opgaven
Kies opgaven dicht bij curriculum (variant op opgave boek)

| aat leerlingen zelf een opgave bedenken

Begin met de eindvraag
Keer vraag en antwoord om

Bespreek de cyclus met leerlingen

Bos - Drijvers NWD2019 - Diep in de problemen zitten...
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Planning

- Zelf een probleem aanpakken

- Theorie over probleemaanpak en wiskundig denken
- Observatie van probleemaanpak

- Observatie-oefening

- Terugblik op oefening

- Tips voor in de praktijk

- Afsluiting
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Afsluiting

Om mee te nemen:

* Een model voor probleemoplossen

* Een paar voorbeeldopgaven

e Het idee van heuristieken

Bos - Drijvers NWD2019 - Diep in de problemen zitten...
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Dank voor jullie aandacht!

Rogier Bos & Paul Drijvers

Freudenthal Instituut

Universiteit Utrecht
Hogeschool Utrecht

02-02-2019
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