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Waar gaat het vandaag over?

Hoe kwam Euler van
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Voordat we beginnen

* Waarom geschiedenis van de wiskunde?

e Waarom Euler?



Geschiedenis van de wiskunde

* Inzicht in ontwikkeling van concepten
* Wiskunde als dynamische wetenschap
* Vallen en opstaan

* VVerhoging cognitief niveau



Leonhard Euler (1707-1783)

* Laplace: “Lisez Euler, lisez Euler, c'est notre
maitre a tous.”

e Gauss: "das Studium aller Eulerschen
Arbeiten doch stets die beste durch nichts
anderes zu ersetzende Schule fiur die
verschiedenen mathematischen Gebiete

bleiben wird"
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Materiaal van Euler

The Euler Archive s‘

A digital library dedicated to the work and life of Leonhafd Euler:

How Euler Did It

by Ed Sandifer

EULER'S
INTRODUCTIO IN ANALYSIN INFINITORUM

Translated and annotated by
Ian Bruce



INTRODUCTIO

IN . ANALTSIN

INFINITORUM

AUCTORE

LEONHARDO EULERO,

Profeffore Regio BEROLINENSY; €8 Academie Im-
perialis Scientiarum PETROPOLITANE
Socio.

TOMUS PRIMUS

LAUSANNLRZ S,
Apud MarRcuUM-MicHAELEM BOusQUET & Socios.

MDCCXLVIIL



C4&PU'T VIIL
De quantitatiéw tranfcendentibus ex Circulo ortis.

e Eenheidscirkel en 1t

Ponamus ergo Radium Circuli fea Sinum totum effe =1,
atque fatis liquet Peripheriam hujus Circuli in numeris ra-
tionalibus exacte. exprimi non pofle , per “approximationes
autem inventa eft Semicircumferentia hujus Circuli effe =
3y 141 59:6535’897932384616433832795028841971693993
751058209749445923078164062861089986280348253421
17067982 1480865 132723066470938446 + , pro que nume-
ro, brevitatis ergo . fcribam =, ita ut fita = Semicircumferen-
tix Circuli, cujus Radius == 1, feu = erit longxtuda Arcus
180 graduum
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William Jones (1675-1749)

Theré are various other ways of finding the Lewgths,
or Areas of particular Cwwve Lines, or Planes, which
may very much facilitate the Pra&ice  as for Inftance,
in the Circle, the Diameter is to Circumference as 1 to
16 4 16 4 . .16 4

— — s~y Y. At S it g —— "::
s 239 *5) 239 + 5°  239° o
\;.14(59, &z, -:W'.J This Series (among others for the
ame purpolé, and drawn from-the fame Principle) I re-
ceiv’d from the Excellent Analyft, and my much E-
fteem’d Friend Mr, gfobn Machin 3 and by means there-
of, Van Ceulen’s Number, or that in Art. 64.38. may
be Examin’d with all de(ireable Eafe and Difpatch. ‘




Goniometrische functies

127. Denotante 2 Arcum hojus "Circuli queméunque,’ ‘cu-
jus Radium perpetuo aflumo == 1; hujus Arcusiz confide~
rari potiflimum folent Sinus & Cofinus. Sinum abitem Arcus
z inpofterum hoc modoindicabo, fir. A. 3, {cu tantum fin. =.
Cofinum vero hoc modo cof. A. z, feu tantum cofs z. Ita,
cum =« fit AI'CUS 180', critﬁn. Og=103 cq/.‘o rs—1; &

fin, -;— wr==I, 0. -zl-x—_-:.o; fin. x=o0; cof. x=—133

ﬁn.-%—ar-: I;cof.‘-g-ar:-—-o;ﬁn. 2ax ==0; &eof2x=1.

Omnes crgo Sinus & Cofinus intra limites 4~ 1 & — 1 con~



Eigenschappen goniometrische functies

* 128, Hinc vero ctiam conftat i habeantur duo Arcus y &
z, fore fin. (y+-2) == fimy. cof.x+-cof y.fin.z, & cof: (3 +2) =
cofy.cof. x— fim.y. fin. 2, itemque fin. (y— 2 ) == fin.y. cof iz —
sof y.fin.x & cof. (3—2)==cof y.cof x4 fin. 5. [fin. %

Hinc loco y fubftituendo Areus -2— *; x; '-:—z'. &ec., erit
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of:( T wtz)=4finz

fm. (2xtz)=+ fin. 2
c¢off (3zxtz)=+%¢of z

fin( Gw—2)= f-eof &
cof. ( ; F—z) = fin.2

o (&7 —e)=-fine
oof (= 2)=—cof 2

JSim.( %—r 3)=-—cofiz

tq/.'(-z-r L) ==~ fin.2
ﬁn. (2= g)== ']xra.z

€fi (3% ——z)== o} ¢of.:



Van sin?(z) + cos?(z) = 1 naar De Moivre

* Bekijk de tekst van Euler in paragraaf 132 en 133 (blz. 97 en 98)

* Hoe volgt volgens Euler vanuit (sin. z)? + (cos.z)? = 1
dat (cos.z + V—1.sin.z2)" = cos.nz + v—1.sin.nz?

Tip: maak ook gebruik van paragraaf 128!

NB. Hierboven is de notatie van Euler gebruikt zowel bij de notatie van de sinus en cosinus

(afkortingspunt, haakjes bij kwadraat, geen haakjes bij hoek nz), als bij v —1.
Het symbool i is ook door hem geintroduceerd, maar pas in later werk.



* 128. Hinc vero ctiam conftat fi habeantur duo Arcus y &
z, fore

Uitwerking

()—2x)=/finy.cof z—

(J—2)=cof y.cof x4 fin.y.[in. x.
e (sin.z)? + (cos.2)* =1

* (cos.z ++v/—1sin.z)(cos.z —v—1sin.z) = 1

. (cos. z ++/—1.sin. Z) (cos. y + v—1.sin. y) =

* €0S.Y.c0S.Z — sin. y.sin. z + v—1. (cos. y. sin. z + sin. y. cos. z)

* cos.(y + 2) +V—1.(sin.(y + 2))

. (cos. x ++/—1.sin. x)(cos. y ++/—1.sin. y) (cos. z ++/—1.sin. z) =

. (cos.(x +9) +vV—1.sin.(x + y))(cos.z ++/—1.sin. z) =

* (cos.(x +y +z) + V=Lsin.(x + y + 2))



Vervolg

* We weten: (COS.Z + v —1.sin. Z)(Cos.y + v —1.sin. y) =
cos.(y + z) + Vv—1.(sin.(y + z)) en:

. (cos. x ++v—1.sin. x)(cos.y + v—1.sin. y)(cos.z + v —1.sin. Z) =
* (cos.(x +y + z) + V=Lsin.(x + y + z))
* Vervang nu y en z door x en veralgemeniseer

 (cos.x + V—1.sin.x)? = cos.(x + x) + V—1.sin.(x + x) =
coS.2x +vV—1.sin. 2x

e (cos.x +V—1.sin.x)> =cos.(x + x + x) + V—1.sin.(x + x + x) =
cos.3x + v—1.sin. 3x



En dus

* (cos.x + V—1.sin.x)" =
cos.(x+ -+ x)+v—Lsin.(x + -+ x) =
cos.nx + v—1.sin.nx

* Evenzo geldt:
(cos.x —V—1.sin.x)™ =cos.nx —v—1.sin.nx

* En dus
(cos.z+vV—-1.sin.z)"+(cos.z—/—1.sin.z)"

2
(cos.z+vV—-1.sin.z)"—(cos.z—/—1.sin.z)"

24/—-1

COS. nzZ =

SIn. Nz =



Uitgeschreven als reeks
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Reeksontwikkeling sinus en cosinus

e ——

134. Sit Arcus = infinitc parvus, erit fn. gi==2 & cof 2
== 1: fit autem » numerus infinite magnus, ut fit Arcus » 3

. v
finitz magnitudinis; puta, #z==1w; obfin. 2 = z==— erit

N 1)" ‘D’ A ‘U. .(+ & &
o — ' - i — - e
-V = 1.2 +1.z.3.4 12347..g <
;o = 5
fin.v =w e + £ Da-

1. 2 3 @ 53848  La84-5:5.7

* Euler geeft hierna voorbeelden, ook van tangens en cotangens



(cos.z+v—1.sin.z)"*+(cos.z—V/—1.sin.z)"
2

. (cos.z+V—-1.sin.z)"—(cos.z—V/—-1.sin.z)"
SIN. NZ =
24-1

* |n paragraaf 138 lezen we

138. Ponatur denuo in formulis §. 133, Arcus z infinite
parvus, & fit » numerus infinite magnus 4, ut 7z obti

> v ® v
neat valorem finitum v. Erit ergo sz =v; &2 =—,

COS. nz =

Terug naar

unde fin. &z == —:’- & ¢of z == 1; his fubftitutis fit cofl v = -

* Vertaald staat daar: Een oneindig kleine hoek z kan opnieuw in de formules
uit paragraaf 133 (de formules hierboven) ingevuld worden en n zal een
oneindig groot getal i zijn, zodat iz een eindige waarde v zal blijven.

1% . . . 1%
Daarom zal gelden:nz = venz = - Hieruit volgt sin. z = ~€encos.z = 1

* Voer deze substitutie uit. Wat herkennen we hier (limietdefinitie)?



Uitwerking

. v i 1%
‘n=1, nNZ=17, Z:?’ Sln.ZZ?, cos.7z =1
¢ COS. N7 = (cos. z++v—1.sin. 2)"+(cos. z—/—1.sin. z)™
' 2
(142D 12
®* COS.V =
2
. sin. Ny = (cos. z+V—1.sin. z)"™ —(cos. z—/—1.sin. 2)™
' 2v/—1
| (142 (A
* SIN.V =

2v-1



Herleiden tot de formule van Euler
(1+=) — (1 — )

i
%y — 1

In Capite autem

i
pracedente vidimus effe|( 1 + =~ ) ==¢"|, denotante ebafin
Logarithmorum_hyperbolicorum : fcripto ergo pro & partim

vy — 1 pattim — v ¥ — I crit cofl v =+

vy =1 —yf 1 +vyf—1 ——vyf—I
¢ i &ﬁa.v-‘::‘ e .
2 , - 2y — I

x quibus intelligitur quomodo quantitates exponcntiales ima-
ginariz_ad Sinus & Colfinus Arcuum realium reducancur. Erit
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Herleiden tot formule van Euler

e Uit hoofdstuk VII: Cum fit ¢* _..;+ + +Tz§+&c'

infinitam explicari poteft. Tum vero, dcnotantc § numerum
infinitc magnum , tam quantitates exponentiales quam Loga-

rithmi per poteftates exponi poffunt. Erit enim ¢° —(—( 14
-f.- )", hincque «y=(1 +”‘ ) » deinde pro Logarithmis hy-

*

l
* Dit komt overeen met de definitie: ¢4 = lim (1 + %)

[—o00
 En dus:
V_ V_ BN e N e |

COS.V = —
2 2

| N e
I U= 2\/—_1 N 2vV-1




vervolg

ev\/—_1+e—v\/—_1 — o

* COS.V = - > 2cos.v =eVV 1 4 vVl
. eVV—1_p-vV-1 . — P
sin. v = e > 27 —1.sin.v = eVV—1 — p7Vv-1

* Links en rechts optellen
2cos.v+2V—1.sin.v = 2¢"V=1 en dus
cos.v +V—1.sin.v = eVV-1

* Vermenigvuldig met r, vervang v door ¢ en v—1 door i
r(cos(p) +i-sin(p)) =r-e'?



Naar een les over de formule van Euler

* Les vormgegeven als een story (Agterberg et al., 2022)

e Geschiedenis ingezet volgens het genetic principle:
ontwikkelen begrip rondom concept aan de hand van de historische
ontwikkeling (Gulikers & Blom, 2001).

e Geschiedenis zowel als
(i.e., inzicht in de ontwi
en kennis van het genia

nulpmiddel (i.e., leren van wiskunde), als doel
kkeling van wiskunde als menselijke activiteit

e werk van Euler) (Jankvist, 2009).



Tijdens de les

* Gebruik van oorspronkelijk materiaal

e Zowel onderzoeken als toepassen

* Aandacht voor wiskunde als levende wetenschap
* Aandacht voor bewijzen

* Onderzoek alternatieve methodes van bewijzen
 Samenwerkend leren



Uitwisseling

* Bekijk de les over de formule van Euler en wissel uit wat u ervan vindt
* Op welke manier gebruiken we geschiedenis nu al in de wiskundeles?

* Welke ideeén hebben we om leerlingen actief kennis te laten maken
met geschiedenis?

* Wat vonden we van deze workshop?

Vul uw antwoorden in op deze padlet:
https://tinyurl.com/nwd2024



https://tinyurl.com/nwd2024

De mooiste formule?

e™+1=0

Dank voor uw aandacht
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Links

* The Euler Archive: http://eulerarchive.maa.org/

e How Euler did it:

http://eulerarchive.maa.org/hedi/#:~:text=How%20Euler%20Did%201t%20is,to%20geography%20
t0%20fluid%20mechanics.

* Engelse vertaling: https://www.17centurymaths.com/contents/introductiontoanalysisvoll.htm

 Math4all: https://www.math4all.nl/overzichten/vwo-d-2020/33
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