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Waar gaat het vandaag over?

Hoe kwam Euler van

via

naar



Voordat we beginnen

• Waarom geschiedenis van de wiskunde?

• Waarom Euler?



Geschiedenis van de wiskunde

• Inzicht in ontwikkeling van concepten

• Wiskunde als dynamische wetenschap

• Vallen en opstaan

• Verhoging cognitief niveau



Leonhard Euler (1707-1783)

• Laplace: “Lisez Euler, lisez Euler, c'est notre 
maître à tous.”

• Gauss: "das Studium aller Eulerschen
Arbeiten doch stets die beste durch nichts 
anderes zu ersetzende Schule für die 
verschiedenen mathematischen Gebiete 
bleiben wird"



Een kleine greep
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Materiaal van Euler





• Eenheidscirkel en 𝜋



William Jones (1675-1749)



Goniometrische functies 



Eigenschappen goniometrische functies



Van 𝑠𝑖𝑛2(𝑧) + 𝑐𝑜𝑠2(𝑧) = 1 naar De Moivre

• Bekijk de tekst van Euler in paragraaf 132 en 133 (blz. 97 en 98) 

• Hoe volgt volgens Euler vanuit (sin. 𝑧)2 + (cos. 𝑧)2 = 1
dat (cos. 𝑧 ± −1. sin. 𝑧)𝑛 = cos. 𝑛𝑧 ± −1. sin. 𝑛𝑧?

Tip: maak ook gebruik van paragraaf 128!

NB. Hierboven is de notatie van Euler gebruikt zowel bij de notatie van de sinus en cosinus 
(afkortingspunt, haakjes bij kwadraat, geen haakjes bij hoek 𝑛𝑧), als bij −1. 
Het symbool 𝑖 is ook door hem geïntroduceerd, maar pas in later werk.



Uitwerking

• (sin. 𝑧)2 + (cos. 𝑧)2 = 1

• (cos. 𝑧 + −1 sin. 𝑧)(cos. 𝑧 − −1 sin. 𝑧) = 1

• cos. 𝑧 + −1. sin. 𝑧 cos. 𝑦 + −1. sin. 𝑦 =

• cos. 𝑦. cos. 𝑧 − sin. 𝑦. sin. 𝑧 + −1. (cos. 𝑦. sin. 𝑧 + sin. 𝑦. cos. 𝑧)

• cos.(𝑦 + 𝑧) + −1. (sin.(𝑦 + 𝑧))

• cos. 𝑥 + −1. sin. 𝑥 cos. 𝑦 + −1. sin. 𝑦 cos. 𝑧 + −1. sin. 𝑧 =

• cos.(𝑥 + 𝑦) + −1. sin.(𝑥 + 𝑦) cos. 𝑧 + −1. sin. 𝑧 =

• cos. 𝑥 + 𝑦 + 𝑧 + −1. sin.(𝑥 + 𝑦 + 𝑧)



Vervolg

• We weten: cos. 𝑧 + −1. sin. 𝑧 cos. 𝑦 + −1. sin. 𝑦 =
cos.(𝑦 + 𝑧) + −1. (sin.(𝑦 + 𝑧)) en: 

• cos. 𝑥 + −1. sin. 𝑥 cos. 𝑦 + −1. sin. 𝑦 cos. 𝑧 + −1. sin. 𝑧 =

• cos. 𝑥 + 𝑦 + 𝑧 + −1. sin.(𝑥 + 𝑦 + 𝑧)

• Vervang nu 𝑦 en 𝑧 door 𝑥 en veralgemeniseer

• (cos. 𝑥 + −1. sin. 𝑥)2 = cos. 𝑥 + 𝑥 + −1. sin. 𝑥 + 𝑥 =
cos. 2𝑥 + −1. sin. 2𝑥

• (cos. 𝑥 + −1. sin. 𝑥)3 = cos. 𝑥 + 𝑥 + 𝑥 + −1. sin. 𝑥 + 𝑥 + 𝑥 =
cos. 3𝑥 + −1. sin. 3𝑥



En dus

• (cos. 𝑥 + −1. sin. 𝑥)𝑛 =
cos. 𝑥 + ⋯+ 𝑥 + −1. sin. 𝑥 + ⋯+ 𝑥 =
cos. 𝑛𝑥 + −1. sin. 𝑛𝑥

• Evenzo geldt: 
(cos. 𝑥 − −1. sin. 𝑥)𝑛 =cos. 𝑛𝑥 − −1. sin. 𝑛𝑥

• En dus 

cos. 𝑛𝑧 =
(cos.𝑧+ −1.sin.𝑧)𝑛+(cos.𝑧− −1.sin.𝑧)𝑛

2

sin. 𝑛𝑧 =
(cos.𝑧+ −1.sin.𝑧)𝑛−(cos.𝑧− −1.sin.𝑧)𝑛

2. −1



Uitgeschreven als reeks



Reeksontwikkeling sinus en cosinus

• Euler geeft hierna voorbeelden, ook van tangens en cotangens



Terug naar  

• In paragraaf 138 lezen we

• Vertaald staat daar: Een oneindig kleine hoek 𝑧 kan opnieuw in de formules 
uit paragraaf 133 (de formules hierboven) ingevuld worden en 𝑛 zal een 
oneindig groot getal 𝑖 zijn, zodat 𝑖𝑧 een eindige waarde 𝑣 zal blijven. 
Daarom zal gelden: 𝑛𝑧 = 𝑣 en 𝑧 =

𝑣

𝑖
. Hieruit volgt sin. 𝑧 =

𝑣

𝑖
en cos. 𝑧 = 1

• Voer deze substitutie uit. Wat herkennen we hier (limietdefinitie)?



Uitwerking

• 𝑛 = 𝑖, 𝑛𝑧 = 𝑣, 𝑧 =
𝑣

𝑖
, sin. 𝑧 =

𝑣

𝑖
, cos. 𝑧 = 1

• cos. 𝑛𝑧 =
(cos. 𝑧+ −1.sin. 𝑧)𝑛+(cos. 𝑧− −1.sin. 𝑧)𝑛

2

• cos. 𝑣 =
(1+

𝑣 −1

𝑖
)𝑖+( 1−

𝑣 −1

𝑖
)𝑖

2

• sin. 𝑛𝑧 =
(cos. 𝑧+ −1.sin. 𝑧)𝑛 −(cos. 𝑧− −1.sin. 𝑧)𝑛

2 −1

• sin. 𝑣 =
(1+

𝑣 −1

𝑖
)𝑖−( 1−

𝑣 −1

𝑖
)𝑖

2 −1



Herleiden tot de formule van Euler



Herleiden tot formule van Euler

• Uit hoofdstuk VII:

• Dit komt overeen met de definitie: 𝑒𝑧 = lim
𝑖→∞

1 +
𝑧

𝑖

𝑖

• En dus: 

cos. 𝑣 =
(1+

𝑣 −1

𝑖
)𝑖+( 1−

𝑣 −1

𝑖
)𝑖

2
=

𝑒𝑣 −1+𝑒−𝑣 −1

2

sin. 𝑣 =
(1+

𝑣 −1

𝑖
)𝑖−(1−

𝑣 −1

𝑖
)𝑖

2 −1
=

𝑒𝑣 −1−𝑒−𝑣 −1

2 −1



vervolg

• cos. 𝑣 =
𝑒𝑣 −1+𝑒−𝑣 −1

2
→ 2cos. 𝑣 = 𝑒𝑣 −1 + 𝑒−𝑣 −1

sin. 𝑣 =
𝑒𝑣 −1−𝑒−𝑣 −1

2 −1
→ 2 −1. sin. 𝑣 = 𝑒𝑣 −1 − 𝑒−𝑣 −1

• Links en rechts optellen

2 cos. 𝑣 +2 −1. sin. 𝑣 =2𝑒𝑣 −1 en dus

cos. 𝑣 + −1. sin. 𝑣 = 𝑒𝑣 −1

• Vermenigvuldig met 𝑟, vervang 𝑣 door 𝜑 en −1 door 𝑖
𝑟 cos 𝜑 + 𝑖 ∙ sin 𝜑 = 𝑟 ∙ 𝑒𝑖𝜑



Naar een les over de formule van Euler

• Les vormgegeven als een story (Agterberg et al., 2022)

• Geschiedenis ingezet volgens het genetic principle: 
ontwikkelen begrip rondom concept aan de hand van de historische 
ontwikkeling (Gulikers & Blom, 2001). 

• Geschiedenis zowel als hulpmiddel (i.e., leren van wiskunde), als doel 
(i.e., inzicht in de ontwikkeling van wiskunde als menselijke activiteit 
en kennis van het geniale werk van Euler) (Jankvist, 2009).



Tijdens de les

• Gebruik van oorspronkelijk materiaal

• Zowel onderzoeken als toepassen

• Aandacht voor wiskunde als levende wetenschap

• Aandacht voor bewijzen

• Onderzoek alternatieve methodes van bewijzen

• Samenwerkend leren



Uitwisseling

• Bekijk de les over de formule van Euler en wissel uit wat u ervan vindt

• Op welke manier gebruiken we geschiedenis nu al in de wiskundeles?

• Welke ideeën hebben we om leerlingen actief kennis te laten maken 
met geschiedenis?

• Wat vonden we van deze workshop?

Vul uw antwoorden in op deze padlet: 
https://tinyurl.com/nwd2024

https://tinyurl.com/nwd2024


De mooiste formule?

𝑒𝑖𝜋 + 1 = 0

Dank voor uw aandacht
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Links

• The Euler Archive: http://eulerarchive.maa.org/

• How Euler did it: 
http://eulerarchive.maa.org/hedi/#:~:text=How%20Euler%20Did%20It%20is,to%20geography%20
to%20fluid%20mechanics. 

• Engelse vertaling: https://www.17centurymaths.com/contents/introductiontoanalysisvol1.htm

• Math4all: https://www.math4all.nl/overzichten/vwo-d-2020/33

http://eulerarchive.maa.org/
http://eulerarchive.maa.org/hedi/#:~:text=How%20Euler%20Did%20It%20is,to%20geography%20to%20fluid%20mechanics
https://www.17centurymaths.com/contents/introductiontoanalysisvol1.htm
https://www.math4all.nl/overzichten/vwo-d-2020/33

