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Lesdoelen: 
Aan het eind van deze les kan ik:  

- de formule van Euler afleiden en aantonen, met behulp van de oorspronkelijke tekst; 
- het verband zien tussen goniometrische functies en machtsfuncties; 
- complexe getallen vermenigvuldigen en delen en machten van complexe getallen berekenen 

met behulp van de formule van Euler. 

Benodigdheden: 
Laptop/chromebook, schrift. 

Inleiding 
In de vorige lessen hebben we geleerd dat een complex getal te schrijven is in de vormen: 

- 𝑧 = 𝑎 + 𝑏𝑖 
- 𝑧 = 𝑟(cos(𝜑) + 𝑖 ∙ sin(𝜑)) 

Daarnaast kennen we de stelling van De Moivre: (cos 𝑥 + 𝑖 ∙ sin 𝑥)𝑛 = cos(𝑛𝑥) + 𝑖 ∙ sin(𝑛𝑥) 
 
In deze les treden we in de voetsporen van Leonhard Euler. We gaan met behulp van zijn werk nog 
een derde manier vinden om een complex getal uit te drukken. Alsof we zijn studenten zijn, werken 
we gezamenlijk een hoofdstuk uit een van zijn werken door. ‘Zijn studenten zijn’ betekent dat we de 
teksten die Euler zelf heeft geschreven gaan bestuderen en proberen te begrijpen. We werken 
denkstappen die hij gemaakt heeft uit en we bestuderen voorbeelden. Maar voordat we dat doen 
onderzoeken we eerst wie Euler eigenlijk was. 

 

Opgave 1: Euler 
Leonhard Euler (1707-1783) was een Zwitserse wis- en natuurkundige. Hij wordt door velen 
beschouwd als een van de belangrijkste wiskundigen aller tijden.  
 

Zoek op het internet informatie op over Euler en zijn werk.   
a. Waarom wordt Euler gezien als een van de belangrijkste wiskundigen aller 
 tijden? 
b. Welke bijzondere bijdragen heeft Euler geleverd aan de wiskunde? Noem er 
 minimaal 3. 
c. Welke informatie die jij over Euler hebt gevonden sprak je het meest aan, of 
 verwonderde je het meest? Geef ook aan waarom. 

  Figuur 1: Leonhard Euler 

 
Uit het vele werk dat Euler heeft nagelaten, bespreken we er vandaag één. In 1748 kwam het boek 
Introductio in analysin infinitorum uit. Een groot deel van de jaren ’40 had hij besteed aan het 
schrijven van dit boek. Hij kon in eerste instantie geen uitgeverij vinden voor dit werk. Uiteindelijk 
heeft een uitgeverij in het Zwitserse Lausanne zijn werk alsnog gepubliceerd. Gelukkig maar, want dit 
werk wordt gezien als een van de grootste wiskundige werken ooit geschreven, omdat het zowel de 
grondslagen legt voor wat we tegenwoordig het domein analyse binnen de wiskunde noemen, maar 
ook zodanig is geschreven dat het werk ook door studenten en leerlingen goed is te begrijpen.  
 
We bestuderen in deze les een deel van hoofdstuk VIII 
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In dit hoofdstuk behandelt Euler eerst de goniometrische functies en hun eigenschappen. Dit is voor 
het eerst dat de sinus, cosinus en tangens worden behandeld als een functie in plaats van als een 
verhouding en de rekenregels die hij noemt, gebruiken we nu nog.  

Voordat hij daarmee begint, introduceert hij en passant nog het symbool 𝜋1 als de halve omtrek van 
een cirkel met straal 1. Daarnaast stelt hij dat 𝜋 ook gelijk is aan de booglengte van 180°. 
Zie hiervoor ook tekst 1.  
 

 
 
Tekst 1: introductie van het getal 𝜋 
 

Opgave 2: π 
Leg uit dat beide beweringen van Euler over 𝜋 inderdaad overeenkomen met onze huidige opvatting 

over het getal 𝜋. 

Op de volgende pagina’s van het hoofdstuk behandelt Euler diverse eigenschappen over 

goniometrische functies en geeft hij een aantal voorbeelden. In deze les behandelen we die niet 

allemaal. Je kunt ze terugvinden in de volledige tekst in de bijlage. We bekijken nu alleen paragraaf 

128 in tekst 2. 

 

Tekst 2: paragraaf 128 met goniometrische formules 

                                                           
1 Het symbool 𝜋 werd in eerdere teksten van bijvoorbeeld de Engelse wiskundige William Jones (1706) ook al 
eens gebruikt, maar sinds Euler is het symbool 𝜋 algemeen gebruik geworden.  
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Opgave 3: goniometrische formules 
Bekijk de bovenstaande tekst en tabel van paragraaf 128 in tekst 2. Welke goniometrische formules 

herken je? Schrijf ze op in de notatie die je gewend bent uit de lessen wiskunde B.  

We slaan nu een aantal paragrafen over, die je zelf in de bijlage kunt bekijken. We maken de stap 

naar de complexe getallen. In paragraaf 132 schrijft Euler (tekst 3): 

  

Tekst 3: start van paragraaf 132 

 

Opgave 4: ontbinden in factoren 
Je herkent waarschijnlijk hierboven de uitdrukking (sin. 𝑧)2 + (cos. 𝑧)2 = 1 
Euler zegt: Sinds gegeven is dat (sin. 𝑧)2 + (cos. 𝑧)2 = 1, krijgen we als we ontbinden in factoren 

(cos. 𝑧 + √−1. sin. 𝑧)(cos. 𝑧 − √−1. sin. 𝑧) = 1. 

Het symbool 𝑖 ter vervanging van √−1 is ook door Euler bedacht, maar pas in een later werk. Echter 

de rekenregels die wij voor 𝑖 kennen, gelden ook voor √−1. Aangezien we de originele bron 

gebruiken, noteren we deze les √−1 in plaats van 𝑖. Daarnaast zet Euler na sin en cos een punt 

(afkortingen). Ook na √−1 schijft hij een punt (vermenigvuldiging). Ook die vind je in deze vertaling 
terug. Daar waar wij schrijven sin2 𝑧 en cos2 𝑧, schrijft Euler (sin. 𝑧)2 en (cos. 𝑧)2 

Laat zien dat (cos. 𝑧 + √−1. sin. 𝑧)(cos. 𝑧 − √−1. sin. 𝑧) = 1 inderdaad een correcte ontbinding is 

van (sin. 𝑧)2 + (cos. 𝑧)2 = 1. 

 
In de rest van deze paragraaf toont Euler de Stelling van De Moivre aan:  

(cos. 𝑧 + √−1 . sin. 𝑧)𝑛 = cos. 𝑛𝑧 + √−1. sin. 𝑛𝑧. Wij gaan dat zelf ook doen.  
We starten daar waar Euler ook is gestart (tekst 4): 
 

 
Tekst 4: product van twee complexe getallen in poolvoorstelling 
 

Opgave 5: Stelling van De Moivre aantonen 
Euler schrijft hier: Factoren, zelfs als ze imaginair zijn, spelen een grote rol in de combinatie en 

vermenigvuldiging van hoeken (bogen). Voor het product van deze factoren zou gezocht kunnen 

worden: (cos. 𝑧 + √−1. sin. 𝑧)(cos. 𝑦. + √−1. sin. 𝑦) en dan wordt gevonden:  

cos. 𝑦. cos. 𝑧 − sin. 𝑦. sin. 𝑧 + √−1. (cos. 𝑦. sin. 𝑧 + sin. 𝑦. cos. 𝑧)2 

Dit product is te herleiden tot de poolvoorstelling van dit complexe getal in de vorm:  

cos. … + √−1. sin. ….  

a. Voer deze herleiding uit. Maak (eventueel) gebruik van paragraaf 128 (tekst 2) en dan met 

name de rekenregels die boven de tabel staan. 

                                                           
2 Achter de variabele 𝑦 zet Euler hier ook een vermenigvuldigingspunt. Ook die zijn in de vertaling 
overgenomen.  
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b. De volgende stap is om het complexe getal  

(cos. 𝑥 + √−1. sin. 𝑥)(cos. 𝑦 + √−1. sin. 𝑦)(cos. 𝑧 + √−1. sin. 𝑧) te herleiden tot de 

poolvoorstelling in de vorm: cos. … + √−1. sin. ….. Voer ook deze herleiding uit.  

c. Veralgemeniseer bovenstaande twee voorbeelden tot de Stelling van De Moivre:  

(cos. 𝑧 + √−1 . sin. 𝑧)𝑛 = cos. 𝑛𝑧 + √−1. sin. 𝑛𝑧 

 
Euler geeft deze stelling ook voor de geconjugeerde dus  

(cos. 𝑧 − √−1. sin. 𝑧)𝑛 = cos. 𝑛𝑧 − √−1. sin. 𝑛𝑧. Hij schrijft deze in één keer algemeen op:  

(cos. 𝑧 ± √−1. sin. 𝑧)𝑛 = cos. 𝑛𝑧 ± √−1. sin. 𝑛𝑧 en vervolgt daarna met (tekst 5): 

 
Tekst 5: formules voor sinus en cosinus 
 
Deze twee formules uit tekst 5 hebben we nodig om de stap te maken naar een andere schrijfwijze 
van complexe getallen.  
 

We slaan nu een aantal paragrafen over en gaan naar paragraaf 1383.  

Euler schrijft in paragraaf 138 het volgende (tekst 6): 

 

Tekst 6: invullen formules van paragraaf 133 

Vertaald staat daar: Een oneindig kleine hoek 𝑧 kan opnieuw in de formules uit paragraaf 133 (de 

formules uit tekst 5) ingevuld worden en 𝑛 zal een oneindig groot getal 𝑖 zijn, zodat 𝑖𝑧 een eindige 

waarde 𝑣 zal blijven. Daarom zal gelden: 𝑛𝑧 = 𝑣 en 𝑧 =
𝑣

𝑖
. Hieruit volgt sin. 𝑧 =

𝑣

𝑖
 en cos. 𝑧 = 1. 

Eerder in de tekst (paragraaf 134) had Euler al aangetoond dat voor een zeer kleine hoek bij 

benadering geldt dat sin. 𝑧 = 𝑧 en cos. 𝑧 = 1. Door ook slim te kiezen voor 𝑖 als oneindig grote 

waarde4 zorgt hij ervoor dat 𝑣 een eindige waarde blijft. Hierdoor kan via substitutie een uitdrukking 

worden gevonden voor cos. 𝑛𝑧 en sin. 𝑛𝑧. In het rechterlid vervangt hij sin. 𝑧 door  
𝑣

𝑖
, immers, hij had 

𝑧 =
𝑣

𝑖
 gesteld, waarbij 𝑧 een kleine hoek is. Hij vervolgt op de volgende pagina: door deze waarden5 

in te vullen geldt: 

                                                           
3 Een deel van de tussenliggende paragrafen behandelen we in het extra materiaal bij deze les op bladzijde 11. 
4 Let op: dit is niet de imaginaire 𝑖, want die introduceerde hij pas in een later werk. 
5 De waarden voor 𝑛𝑧, sin. 𝑧, cos. 𝑧 en 𝑛.  
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cos. 𝑣 =
(1+

𝑣√−1

𝑖
)𝑖+(1−

𝑣√−1

𝑖
)𝑖

2
 en sin. 𝑣 =

(1+
𝑣√−1

𝑖
)𝑖−(1−

𝑣√−1

𝑖
)𝑖

2√−1
. 

Opgave 6: Verband goniometrie en e-machten 

Leid de formules cos. 𝑣 =
(1+

𝑣√−1

𝑖
)𝑖+(1−

𝑣√−1

𝑖
)𝑖

2
 en sin. 𝑣 =

(1+
𝑣√−1

𝑖
)𝑖−(1−

𝑣√−1

𝑖
)𝑖

2√−1
 af met behulp van de 

formules voor cos. 𝑛𝑧 en sin. 𝑛𝑧 (zoals gegeven in tekst 5) en de bovenstaande vertaling van tekst 6. 

Hierna zet Euler nog een belangrijke stap. Hij herleidt deze formules verder tot (tekst 7): 

 

Tekst 7: herleiden tot e-machten 

 

Hoe hij aan het getal 𝑒 komt en waarom hij 𝑒 kan substitueren in de formules uit paragraaf 133, heeft 

hij in hoofdstuk VII laten zien. Een stukje daaruit zie je in tekst 8. Ook in deze tekst gaat hij uit van 

een oneindig groot getal voor 𝑖 en is dit dus niet de imaginaire 𝑖. 

 
Tekst 8: de limietdefinitie van het getal 𝑒 

Opgave 7: herleiden tot e-machten 

In deze opgave gaan we uitleggen waarom cos. 𝑣 =
(1+

𝑣√−1

𝑖
)𝑖+(1−

𝑣√−1

𝑖
)𝑖

2
 en sin. 𝑣 =

(1+
𝑣√−1

𝑖
)𝑖−(1−

𝑣√−1

𝑖
)𝑖

2√−1
 

herleid kunnen worden tot cos. 𝑣 =
𝑒𝑣√−1+𝑒−𝑣√−1

2
 en sin. 𝑣 =

𝑒𝑣√−1−𝑒−𝑣√−1

2√−1
.  

We gebruiken hier de definitie6 (tekst 8) dat 𝑒 het getal is waarvoor geldt:  𝑒 = lim
𝑖→∞

(1 +
𝑧

𝑖
)

𝑖
.  

a. Controleer deze definitie door de formule 𝑦1 = (1 +
1

𝑥
)

𝑥
 in te vullen in je GR en te bepalen 

naar welke waarde de grafiek nadert als 𝑥 heel groot wordt.  

b. Vervang de 1 in de teller van de breuk in de bovenstaande formule door 2. Naar welke 

waarde nadert de grafiek nu als 𝑥 heel groot wordt. En naar welke waarde nadert de grafiek 

als je de 1 in de teller van de breuk in de bovenstaande formule vervangt door 3? 

c. Laat me behulp van vraag a en b zien dat de herleiding van cos. 𝑣 =
(1+

𝑣√−1

𝑖
)𝑖+(1−

𝑣√−1

𝑖
)𝑖

2
 en 

sin. 𝑣 =
(1+

𝑣√−1

𝑖
)𝑖−(1−

𝑣√−1

𝑖
)𝑖

2√−1
 tot cos. 𝑣 =

𝑒𝑣√−1+𝑒−𝑣√−1

2
 en sin. 𝑣 =

𝑒𝑣√−1−𝑒−𝑣√−1

2√−1
  inderdaad juist 

is. Denk er hierbij aan dat 𝑖 in de formule en in de limiet niet de imaginaire 𝑖 is, maar een 

oneindig groot getal (zie de vertaling van tekst 6). 

In deze opgave heb je het verband tussen goniometrische functies en e-machten gevonden! 

                                                           
6 Euler gebruikte deze definitie zelf ook. Die had hij in hoofdstuk 7 van het boek Introductio in analysin 
infinitorum afgeleid, zie tekst 8. De limietnotatie is zoals we de definitie van 𝑒 tegenwoordig schrijven.  
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Opgave 8: andere schrijfwijze voor poolvoorstelling 
Nu volgt de laatste stap. We gaan de formules uit de vorige vraag combineren tot een andere 
schrijfwijze voor de poolvoorstelling 𝑧 = 𝑟(cos(𝜑) + 𝑖 ∙ sin(𝜑)). Daartoe herleiden we eerst  

cos. 𝑣 =
𝑒𝑣√−1+𝑒−𝑣√−1

2
 en sin. 𝑣 =

𝑒𝑣√−1−𝑒−𝑣√−1

2√−1
 door beide vergelijkingen met een handige factor te 

vermenigvuldigen zodat de noemer in beide vergelijkingen verdwijnt in het rechterlid en daarna de 
vergelijkingen op te tellen.  

a. Voer deze herleiding uit. 

b. Vervang nu √−1 door 𝑖 en vervang 𝑣 door 𝜑. Haal de punten achter sin. en cos. weg. 
Vermenigvuldig tot slot met 𝑟.  

Je hebt nu de (hedendaagse) uitdrukking gevonden om 𝑧 = 𝑟(cos(𝜑) + 𝑖 ∙ sin(𝜑)) als e-macht te 
schrijven. Deze uitdrukking heet de formule van Euler.  
We hebben de formule van Euler (tekst 9) in deze les aangetoond met behulp van het 
oorspronkelijke werk van Euler7. Daarmee zijn we in deze les als zijn ‘studenten’ in zijn voetsporen 
getreden! 
 

 
Tekst 9: de formule van Euler 
 
Euler werkt in de rest van hoofdstuk VIII nog een aantal praktische voorbeelden uit. Een zeer 
bijzonder voorbeeld behandelt hij niet, namelijk het geval waarbij geldt 𝑣 = 𝜋. Dit geval levert de 

prachtige formule 𝑒𝑖𝜋 = −1 op. Vaak wordt deze formule geschreven als 𝑒𝑖𝜋 + 1 = 0. Ondanks dat 
Euler dit specifieke geval niet zelf heeft opgeschreven, heeft het wel zijn naam gekregen: de Euler 
identiteit. Deze formule wordt ook wel de mooiste (wiskundige) formule genoemd. 
 

Opgave 9: the most beautiful formula 
Wat maakt Eulers identiteit zo bijzonder en waarom wordt deze formule ook wel de mooiste formule 

die er bestaat genoemd? Maak gebruik van een internetbron bij je antwoord.  

Terugblik op de lesdoelen 
In deze les waren de doelen: Aan het eind van deze les kan ik:  

- de formule van Euler afleiden en aantonen, met behulp van de oorspronkelijke tekst; 
- het verband zien tussen goniometrische functies en machtsfuncties; 
- complexe getallen vermenigvuldigen en delen en machten van complexe getallen berekenen 

met behulp van de formule van Euler. 
Bepaal nu voor jezelf per lesdoel of je dat behaald hebt en waaruit dat blijkt (pagina en/of opgave).  

  

                                                           
7 Zie behalve tekst 8 ook pagina 25 in de bijlage voor de formule van Euler in zijn oorspronkelijke werk. 
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Bronvermelding 

Teksten 
Alle teksten komen uit hoofdstuk 8 van: 
Euler, L. (1748). Introductio in analysin infinitorum (Vol. 1). Apud Marcum-Michaelem Bousquet & 
 Socios.  
 

Figuren 
De afbeelding van Euler op de kaft komt van: 
https://canonjjohn.com/2022/08/27/heroes-of-the-faith-leonhard-euler/  
De afbeelding van Eulers identiteit op de kaft komt van:  
https://mathvault.ca/euler-formula/  
 
Figuur 1: Leonhard Euler komt van: https://nl.wikipedia.org/wiki/Leonhard_Euler  
Figuur 2: Brook Taylor (extra materiaal) komt van: https://www.ecured.cu/Brook_Taylor  
  

https://canonjjohn.com/2022/08/27/heroes-of-the-faith-leonhard-euler/
https://mathvault.ca/euler-formula/
https://nl.wikipedia.org/wiki/Leonhard_Euler
https://www.ecured.cu/Brook_Taylor
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Extra materiaal bij de les over de formule van Euler 

Toepassingen 
Met behulp van de formule van Euler is het eenvoudig om complexe getallen te vermenigvuldigen en 
te delen. Je maakt daarbij gebruik van dezelfde rekenregels als bij reële e-machten. Datzelfde geldt 
voor machtsverheffen.  
 
Een voorbeeld: 
Gegeven zijn: 𝑧1 = 2,8 + 5𝑖 en 𝑧2 = 1,9 + 3𝑖  

Bereken: 𝑧1 ∙ 𝑧2 en 
𝑧1

𝑧2
 en schrijf de complexe getallen in de vorm 𝑧 = 𝑟 ∙ 𝑒𝑖𝜑 met behulp van de 

formule van Euler.  

Uitwerking: |𝑧1| = √2, 82 + 52 ≈ 5,73, 𝐴𝑟𝑔(𝑧1) = tan−1 5

2,8
≈ 1,06. Dus 𝑧1≈5,73𝑒1,06𝑖. 

Op dezelfde wijze vind je 𝑧2≈3,55𝑒1,01𝑖 

Dan geldt 𝑧1 ∙ 𝑧2 = 5,73𝑒1,06𝑖 ∙ 3,55𝑒1,01𝑖 ≈ 20,35𝑒2,07𝑖 en 
𝑧1

𝑧2
=

5,73𝑒1,06𝑖

3,55𝑒1,01𝑖 ≈ 1,61𝑒0,05𝑖 

 

Opgave 10: verwerken 
Gegeven zijn de volgende complexe getallen: 

𝑧1 = 3,   𝑧2 = 2,4 + 4𝑖,   𝑧3 = 𝑖,   𝑧4 = −3 − 2,5𝑖 

𝑧5 = 3,1(cos 1,8 + 𝑖 ∙ sin 1,8),   𝑧6 = 4,6𝑒1,35𝑖,    𝑧7 = 1,1𝑒5,54𝑖 

a. Schrijf alle complexe getallen in de vorm 𝑧 = 𝑟 ∙ 𝑒𝑖𝜑 met behulp van de formule van Euler. 

Rond zo nodig af op twee decimalen, maar geef 𝑧3 exact. 

 

Bereken en rond daarbij 𝑟 en 𝜑 zo nodig af op twee decimalen: 

b. 𝑧1 ∙ 𝑧2   f.    
𝑧7

𝑧6
 

 

c. 𝑧4 ∙ 𝑧5 ∙ 𝑧6  g.   
1

𝑧5
 

 

d. 𝑧2
3 ∙ 𝑧4

4  h.   
3

𝑧2
3 

 

e. 𝑧3
2   i.    10 ∙

𝑧4∙𝑧5∙𝑧6

𝑧2
3∙𝑧4

4   

Opgave 11: Toepassen 
De formule van Euler kan gebruikt worden om de somformules voor sin(𝑥 + 𝑦) en cos(𝑥 + 𝑦) af te 

leiden. We weten 𝑒𝑖(𝑥+𝑦) = cos(𝑥 + 𝑦) + 𝑖 sin(𝑥 + 𝑦). Start met  

𝑒𝑖(𝑥+𝑦) = 𝑒𝑖𝑥𝑒𝑖𝑦 en leid vanuit daar de somformules voor sin(𝑥 + 𝑦) en cos(𝑥 + 𝑦) af. 
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Een ander bewijs van de Euler identiteit 
In de afgelopen les hebben we de formule van Euler (𝑒𝑖𝜑 = cos 𝜑 + 𝑖 ∙ sin 𝜑) aangetoond met 

behulp van zijn oorspronkelijke werk. Daarmee is door voor 𝜑 de waarde 𝜋 te nemen ook direct de 

Euleridentiteit 𝑒𝑖𝜋 + 1 = 0 aan te tonen. In deze paragraaf bekijken we nog een bewijs van de 

Euleridentiteit, dat niet door Euler zelf is gegeven, maar wel met alle kennis uit hoofdstuk 8 van 

Introductio in analysin infinitorum kan worden opgesteld. Een stuk dat we in de les hebben 

overgeslagen, hebben we daarvoor nodig. Het gaat om paragraaf 133 uit hoofdstuk 8.  

In paragraaf 132 had Euler uitdrukkingen voor cos. 𝑛𝑧 en sin. 𝑛𝑧 gevonden (tekst 5, hieronder 
opnieuw weergegeven).  

 
 
Tekst 5 (herhaling): formules voor sinus en cosinus 
 
Wat Euler vervolgens doet in paragraaf 133 is beide uitdrukkingen benaderen met een  
machtreeksontwikkeling. Wij kennen dit in de wiskunde als een Taylorreeks8. De Engelse wiskundige 
Brook Taylor (1685 – 1731) heeft namelijk in 1715 gepubliceerd9 dat functiewaarden (van sommige 
functies) te benaderen zijn door een machtreeks, waarbij de coëfficiënten volgen uit de afgeleiden 
van de functie in een bepaald punt. Het voert te ver voor deze les om volledig in te gaan op 
Taylorreeksen. Je kunt daarvoor dit keuzeonderwerp volgen: https://tinyurl.com/Taylorreeks.  

 
Voor nu is het voldoende om aan te nemen dat sin 𝑧 benaderd kan worden door: 

sin 𝑧 = 𝑧 −
𝑧3

3!
+

𝑧5

5!
−

𝑧7

7!
+ ⋯ 

dat cos 𝑧 benaderd kan worden door  

cos 𝑧 = 1 −
𝑧2

2!
+

𝑧4

4!
−

𝑧6

6!
+ ⋯ 

en dat 𝑒𝑧 benaderd kan worden door 

𝑒𝑧 = 1 + 𝑧 +
𝑧2

2!
+

𝑧3

3!
+ ⋯       Figuur 2: Brook Taylor 

In tekst 10 is te zien dat Euler de correcte reeksontwikkeling voor de sinus en cosinus geeft: 

 

Tekst 10: reeksontwikkeling sinus en cosinus 

                                                           
8 Een machtreeksontwikkeling rondom 𝑥 = 0 wordt ook wel een Maclaurinreeks genoemd.  
9 Het was niet geheel Taylors eigen ontdekking, want die wordt namelijk toegeschreven aan de Schotse 
wiskundige James Gregory (1638 – 1675).  

https://tinyurl.com/Taylorreeks
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De machtreeksontwikkeling van 𝑒𝑧 had hij al in paragraaf 125 van het vorige hoofdstuk gegeven 

(tekst 11).  

 

Tekst 11: reeksontwikkeling 𝑒𝑧 

In het vervolg van de paragraaf geeft hij een paar voorbeelden van het benaderen van een antwoord 

met een Taylorreeks, zoals bijvoorbeeld de sinus van 90°. 

In tekst 12 zie je het eerste stukje daarvan.  

 

Tekst 12: Taylorreeks van de sinus van 90° 

 

Opgave 12: Maakte Euler ook fouten? 
Euler had natuurlijk geen rekenmachine ter beschikking en berekende alles uit zijn hoofd. Wij kunnen 

gelukkig gebruik maken van rekenmachines, zoals deze high precision calculator: 

https://www.ttmath.org/online_calculator. We gebruiken nu deze rekenmachine, omdat de high 

precision calculator een groot aantal decimalen kan berekenen, waardoor we het werk van Euler 

kunnen narekenen (met de GR lukt dat niet gezien het geringe aantal decimalen). Maar voordat we 

dat doen, bestuderen we eerst tekst 12 nog wat nader.  

a. Bekijk tekst 12, tekst 10 en de uitleg over de Taylorreeksen boven tekst 10. Leg uit hoe Euler 

aan de getallen 1,5707… 0,6459…. 0,07969… enz. is gekomen.  

b. Gebruik de high precision calculator om de eerste vier termen uit deze reeks na te rekenen10. 

Tot in hoeveel decimalen nauwkeurig had Euler het per term bij het rechte eind? 

c. Wellicht kwam je tot de conclusie dat niet elke decimaal klopte. Hierbij maakte Euler dus 

rekenfouten. Euler heeft echter heel veel materiaal gepubliceerd. Ga eens op zoek op 

internet naar voorbeelden van werk van Euler waar conceptuele fouten in zitten.  

We gaan op de volgende pagina de Euler identiteit nogmaals (op een andere manier) bewijzen, met 

behulp van alle voorgaande theorie en opgaven uit deze les. 

                                                           
10 Je kunt voor 𝜋 in deze rekenmachine het woord 𝑝𝑖 invullen. Als je bijvoorbeeld 3! Wilt uitrekenen, doe je dit 
met 𝑓𝑎𝑐𝑡𝑜𝑟𝑖𝑎𝑙(3). 

https://www.ttmath.org/online_calculator


13 
 

Opgave 13: bewijs van de Euler identiteit 
Te bewijzen: 𝑒𝑖𝜋 + 1 = 0. 

Om te bewijzen dat 𝑒𝑖𝜋 + 1 = 0, ofwel 𝑒𝑖𝜋 = −1 volstaat het om te bewijzen dat  

𝑒𝑖𝜑 = cos 𝜑 + 𝑖 ∙ sin 𝜑. 
a. Waarom volstaat het om bovenstaande te bewijzen? 

We maken in dit bewijs gebruik van Taylorreeksen, zoals hierboven uitgelegd. 
b. Schrijf eerst de eerste zes termen van de reeksontwikkeling van 𝑒𝑧 uit11 (zie boven tekst 8). 
c. Substitueer nu 𝑧 = 𝑖 ∙ 𝜑. 
d. Herleid waarbij je eerst gebruik maakt van de definitie 𝑖2 = −1 en haal daarna bij de 

resterende termen met 𝑖 de factor 𝑖 buiten haakjes. 
e. Maak het bewijs af, met behulp van tekst 9. 

Je hebt nu de Euler identiteit bewezen. 

Opgave 14: Toegift 
Je hebt in deze les een bewijs gevonden voor de Euler identiteit 𝑒𝑖𝜋 + 1 = 0. Hierbij hebben we 

gebruik gemaakt van het oorspronkelijke werk van Euler. Echter, zoals gebruikelijk bij belangrijke (of 

mooie) stellingen12, zijn er ook andere manieren gezocht en gevonden om de Euler identiteit te 

bewijzen. Ga eens op zoek naar zo’n ander bewijs (Google, YouTube, etc.) en zorg ervoor dat je de 

stappen kunt volgen én uitleggen. Bereid een korte presentatie voor van dit bewijs, waarin je als 

doelgroep je klasgenoten neemt.  

  

                                                           
11 We maken gebruik van 𝑧 in plaats van 𝑥 omdat 𝑧 de complexe variabele is.  
12 Denk bijvoorbeeld aan de stelling van Pythagoras. Daar bestaan al meer dan 350 verschillende bewijzen voor 
(bron: Wikipedia).  
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Bijlage: hoofdstuk 8 uit Introductio in analysin infinitorum 
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